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L’ Analogie formelle des
polynomes de différentielles
avec ’anneau des entiers.

Aux lectrices et lecteurs.

La principale caractéristique de la langue francaise
est son absence de neutre et si vous parvenez a lire
ce texte vous le devez a vos yeux, aux technolo-
gies du Web et a votre connaissance du francais.
Il faut beaucoup d’imagination pour prouver des
théoremes de mathématique, il en faut autant pour
chanter, aussi, faut-il prendre cet essai de vulgari-
sation comme tentative de rencontre virtuelle avec
des artistes en tournée.

Introduction.

Un des intérets des connexions est qu’elles permet-
tent par le lemme du vecteur cyclique de
ramener ['étude d’un polynome d’'une algebre non
commutative a celle d'un opérateur particulier d’or-
dre 1 : une connexion différentielle. Par analo-
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gie avec les algebres commutatives de matrices,
I’étude des applications linéaires et de la réduction
d’endomorphismes est connectée a celle des polyno-
mes les caractérisant. Pour des applications linéai-
res sur un corps la théorie des diviseurs élémentaires
permet, grace aux notions d’espaces cycliques ou
stables, la factorisation de polynomes en polynomes
irréductibles. Le but est, dans cet article, pour les
connexions sur des corps différentiels de traduire
certaines notions propres aux polynomes d’endomor-
phismes linéaires sur des corps.

Généralités sur les anneaux non commutatifs uni-
taires.

Dans cette section A sera un anneau unitaire, non
nécessairement  commutatif, Uy sera son
groupe des inversibles et dans tout l'article on ob-
tiendra les memes énoncés en remplacant gauche
ou son abréviation par droite ou son abréviation
et en renversant les produits.

Diviseurs, p.g.c.d., p.p.c.m., éléments irréductibles.

Définition : soit ¢ € A, on dit que b € A est
un diviseur de A a gauche si a € (b),, ou (b), est
I'idéal a gauche engendré par b. Autrement dit,
si de € A tel que a = ¢b ce qu’on écrira byya.



Définitions :

esi £ C A alors un p.g.c.d. a gauche des
éléments de E, s'il en existe, est un élément
d € A tel que Ve € FE, dgye et
(Ve cF, c|ge) = ¢|yd.

e Si F est une partie finie de A alors un p.p.c.m.
a gauche des ¢éléments de E, s’il en existe, est
un ¢lément p € A tel que Ve € E, ¢gp et
(Ve e F, e|gq) = D|gq.

e Un idéal a gauche est un sous-groupe additif
de A stable pour la multiplication a gauche
par tout élément de A.

e Un 1idéal a gauche I C A est de type fini
a gauche g’il est engendré par un nombre fini
d’¢éléments de A.

e Un anneau A est neethérien a gauche si tout
idéal a gauche I de A est de type fini.

e Un idéal a gauche I de A est dit monogene si
et seulement si (i € A) I = {ai/a € A}.

e Un anneau A est principal a gauche si tout
idéal a gauche I de A est monogene.

e Un anneau A est gradué euclidien a gauche si

— il est integre.



— Il existe un stathme euclidien : une applica-
tion v  A\{0} — N telle que
(Va,b € A\{0}),(3lg,r € A) avec
a=qb+ret(r=0ouvir) <uvb).
r,q sont appelés le reste et le quotient de
la division euclidienne a gauche de a par

b.
— (Vp.q € A) v(pg) = vigp) = v(p) + v(q).
e Tout anneau gradué euclidien a gauche est

principal a gauche.

e Dans un anneau A gradué euclidien a gauche
un élément a sera dit irréductible a gauche si
et seulement si I'idéal (a), est propre et maxi-
mal pour l'ordre de l'inclusion.

On a:
e s0it A un anneau ncethérien a gauche alors

(1) Tout idéal de A a gauche est de type fini.

(2) Toute suite croissante d'idéauzr de A a gau-
che est stationnaire.

(3) Tout ensemble d’idéauz de A a gauche a
un ¢lément maximal pour l'inclusion.

e Tout anneau principal a gauche est ncethérien
a gauche.

e Tout anneau A euclidien a gauche est principal
a gauche.



e Tout élément irréductible d’'un anneau unitaire
gradué¢ euclidien a gauche n’est pas le produit
de deux éléments de A\U4 ot U4 est le groupe
multiplicatif des inversibles de A.

e Dans un anncau unitaire gradué euclidien a
gauche qui n'est pas un corps il existe des
éléments irréductibles et tout élément qui n’est
pas inversible est divisible a gauche par un
élément irréductible a gauche.

Preuves :
e s0it A un anneau ncethérien a gauche.

(1)=(2): soit L € I, C --- C I, C ... une
suite croissante d'idéaur de A a gauche
alors la réunion I = J, . I est un idéal
de A a gauche engendré par k éléments
ai,...,ar € I qui sont tous dans Iy pour
un N € N. On a alors : I = Iy et la suite
(1) nen est stationnaire a partir du rang N

(2)= (3) : soit F un ensemble d'idéaux de A a gau-
che. Si E n’a pas d’élément maximal alors
on construit une suite (I,,)nen d'idéauz de
A a gauche en choisissant I dans F et, I,
étant choisi, I,,.1 € E tel que I, C 1,41.
La suite (I,)nen n'est pas stationnaire et
contredit (2).



(3)= (1) : soit I un idéal a gauche de A et E l'en-
semble des 1déauzr a gauche contenus dans
I et qui sont de type fini. E n’est pas vide
puisqu’il contient {0}, il a donc un élément
maximal J dont nous prouvons que c’est 1.
Soita € I'sia ¢ J alors J+(a), est contenu
dans I et J n’est pas maximal puisque J C
J + (a), : ce qui est contradictoire.

e Tout ¢déal a gauche d'un anneau A principal
a gauche est monogene donc de type fini.

e Si [ est un tdéal de A a gauche et 1 € I tel
que v(7) soit minimal. Soit a € I on effectue
la division euclidienne a gauche de a par 7 :
a=gqi+ravecr=0ouv(r)<v(.r=0
puisque v(¢) est minimal. Il suit que I = (7).

e Soit A un anneau unitaire gradué euclidien a
gauche. De 1 x 1 = 1 nous déduisons que
v(1)+v(1) =v(1) soit v(1) = 0. Siu € Uy de
v x u! = 1 nous déduisons que
v(u) + v(ut) = 0 soit v(u) = viu™) =0
puisque v est a valeurs dans N. Soit
a=0bxcavecb,c ¢ Uy alors (a), C (c), et
v(a) = v(b) + v(c) et puisque v(c) > 0 et
v(b) > 0 clest que v(a) < v(c); la division
cuclidienne a gauche de ¢ par a s’écrit alors
c = 0 X a -+ c et comme son reste ¢ n’est



pas 0 cest que ¢ ¢ (a), : l'idéal (a), n'est
donc pas maximal et a n’est pas irréductible.
Soit a € A\{0} alors soit il est irréductible,
auquel cas il est divisible par un irréductible
car divisible par lui-meme, soit a = bjaq avec
bi, a1 & Uy, soit ay est irréductible auquel cas
a est divisible par un irréductible soit a1 = boas
(et donc a = bybgag ) avec by, ag € Uy ..., on
construit ainsi un ensemble E, index¢ par N,
didéauz (a;); C (a),. E a un éément ma-
ximal a,, qui divise a, a, n’est pas produit de
deux éléments b, ¢, ¢ Uy car on aurait alors
(bn)g C (a), et (an), non maximal dans F, a,
est donc un diviseur irréductible de a.

Propriété : si A est un anneau gradué euclidien a
gauche alors :

(i) si E C A, l'ensemble des p.g.c.d. a gauche
de E est 'ensemble des a € A\{0} tels que

Dcer(€)g = (a)g.
(ii) L’ensemble des p.p.c.m. a gauche de (aq, ..., ay)
est l'ensemble des a € A\{0} tels que
iz1(ai)g = (a)g.

Preuve :

(i) un  générateur de ) _p(e); et un
p.g.c.d. a gauche de E.
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Soit £ C Aalors ) . p(e), est la catégorie des
somines 2?21 ae; oua; € Aete; € E. Cette
catégorie est la catégorie duale des p.p.c.m. a
gauche.

Tout p.g.c.d. a gauche de E est un généra-
teur de > _p(e), Nous distinguons deux cas

— F est un ensemble fini {ey, ..., e,}. Soit d
un diviseur a gauche communde e, ..., €,
alors Vi € {1,...,n}, (e;), C (d),. En
particulier sim est un p.g.c.d. a gauche de
L,

Vi € {1,...,n}, (e), C (m), ce qui en-
traine » . (e;), C (m), Mais, d’apres
ce qui précede, > " (e;), C (m'), ou m/
est un p.g.c.d. a gauche de E. on a donc
(m')y C (m),. Ceci étant vrai pour tout
m/,m p.g.c.d. a gauche de E, on peut
dans les propositions qui précedent, échanger
m et m’ et donc
(m), C (M), soit

n

(m)y = (), = > (e,

i=1

— E est un ensemble infini alors 'ensemble des
sommes finies d'tdéauzr a gauche a généra-
teurs dans E est un ensemble d’idéaux de
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A a gauche, anneau ncethérien a gauche,
il admet un élément maximal Y\ ;(e;),. Si
m est un p.g.c.d. a gauche de E alors m
divise a gauche  chaque e; et donc
(€, C (m),, mais comme S0 (e),
est maximal Y. (), = (m),  Si
(f1,--., fp)estun p-uplet quelquonque d’é-
léments de E alors m, qui est un p.g.c.d.
a gauche de E, divise a4 gauche chaque f;
et donc > P (fj), C (m), : ceci prouve
que pour tout m p.g.c.d. de E a gauche
’ensemble des sommes finies d'2déauz a gau-
che générés par un élément de £ a pour
élément maximum (m), = > ;(e;),. Tout
générateur de cet élément maximum, donc
tout p.g.c.d. a gauche de E est un généra-
teurde ) . p(€e), quiest1'idéal des sommes

finies d'tdéauz a gauche a générateurs dans
E.

(i) Nous montrons d’abord que VP, Q € A\{0}
(P)yN(Q), # (0), en montrant le
lemme : VP Q,R e A\{0},

—Si (P)yN(Q), = (0), alors
(PR)yN(QR)y = (0),

—Si (P), N (Q)y; # (0), alors il existe au
moins un p.p.c.m. a gauche de {P,Q},
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notons le P A, @ et il existe au moins un
p.p.c.m. a gauche de {PR,QR}, notons
le PRA, QR, on a de plus :

(JuelUys), (PN, Q)R =v(PRA,QR).

Preuve : si (P),N(Q), = (0), alors :
HP=KQ=0= HP = K@ = 0 et comme
P,Q € A\{0} ceci équivaut a :

HP=KQ=0=H=K =0

Soient a présent H, K € A tels que
HPR = KQRalors ( HP—KQ)R = 0. Mais
R # 0 et A integre entrainent alors
HP = K@ qui entraine H = K = 0.

Si (P),N(Q), # (0), alors :

soit P Ay Q un p.p.c.m. a gauche de {P, Q},
1H, K S A\{0}  tel  que
PAN,Q=HP = K(@. On en déduit :

(VR € A\{0}), (PA,Q)R = HPR = KQR.

Isuit (PAQ),R € (PR),N(QR), : il existe
donc un p.p.c.m. a gauche de {PR,QR},
notons le PR A\, QR.

(v e A\{0}), (P A, Q)R =v(PRA,QR)

Mais PR A, QR € (PR), N (QR),, donc
an, K c A{0})
PR N, QR = H'PR = K'QR puis
HP = K'Q € (P),N(Q);- On a alors
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(Fu S A\{0}),
H'P=K'Q=u(PNQ) puis (Fu € A\{0}),
PRA,QR=HPR=KQR=uPN,Q)R
Ju, u € A\{0} avec

{ (PN, Q)R =v(PRA,QR) donc
PRN,QR =u(P N, Q)R
{ (P Ay Q)R =wvu(P A Q)R soit
PRN,QR =w(PR AN, QR)
(1—vu)(PA,QR =0
(1 —wv)(PRA,QR) =0
Mais A est integre donc { 8 : Z:ji z 8 soit,

v,u € Uy. C.Q.F.D!

Nous pouvons a présent montrer par récurrence
que

(a1, an) € (AN{0})" = Milg(ai)y 7 (0),

il suffit, pour cela, de montrer que :

(a,b) € (A\{0})* = (a)y N (b)y # (0),
Si @ ou b sont des unités alors (a), N (b), est
(b)y # (0), ou (a), # (0), suivant que a ou b
est une unité. Si ni @ ni b ne sont des unités
alors nous supposons que (a), N (b), = (0),.

- !/
Posons { a =alaVyb)

b —H(av,b)’ ou a V, b est un
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p.g.c.d. a gauche de a et b, alors

(0)g = (a)gN(b)g = (a'(a Vy b)) N(V(aV,yb)),

— Supposons (a’), N (V'), # (0), : alors il
existe un p.p.c.m. a gauche de {a’, b’} et,
par le lemme qui précede, un p.p.c.m. a
gauche de {a'(aV,b),b'(aV,b)} que nous
notons a’ A, b’ et a Ay b et

Fu € Uy, (a' NyV)(aV,b) =ula,b)
on en déduit que
((a" Ay )(aV, b)>g = ((aAgb))g
= (a)g N (b)y = (0),
ceci entraine que (@’ Ay 0')(a Vyb) = 0 et
donc, puisque a’ Ay b # 0, a V,b =0 qui

entraine a = b = 0 : ce qui est contradic-
toire.

— Supposons (a'), N V'), = (0), :

(0)g = (a'(aVyh))gN(b'(aVb))y = (a)N(b)g
de sorte que
(@Vyb)g=(a);+ (b)g = (a), ® (b),

Soient f,g € A telsque aV,b = fa+ gb

alors (aV,b), = (fa),+(gb)y = (a),® (b),
entraine que f,g € Ua.
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De (a),®(b)g = (fa+gb)y = (fa)y+(gb)g
il suit que f,g € Uax.

De

(aVgb)y = (a)y @ (b)g

(@aVyb)y = (a'(fa+ gb))g + (b'(fa+ gb))g
(aVyb), = ((a"+b)fa),+ ((a'+b")gb),
il suit que (a' 4+ b')f € Ux ce qui entraine
que ' + 0 € Uy puis (a'), + (V), = A
soit (Ve € A)JH, K € A, x = Hd' + KV'.
Nous prouvons a présent ’assertion

(Fx ¢ (a)) AN(Fr=Gd' )= F=G=0

Soient H, K € A tels que v = Ha' + KV
alors  Fx = Ga'  entralne que
(G — FH)d = FKUV et comme
(a)yn (), =(0), FK =G—FH =0,
A est integre @ (F = 0) V (K = 0). Si
K = 0 alors x € (da’),. St nous choisis-
sons x & (a’), alors K # 0, donc F' = 0
et puisque Ga’' = Fx et a' # 0 il suit
G=F=0.

Nous concluons : l'assertion

3z ¢ (a)) N (Fxr=Gd)=F =G =0
équivaut a l’assertion
(Vo ¢ (a')g)(a)y N (x)g = (0)
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1 ¢ (d), (sinon @ € Us) donc
(0)g = (a")yN (1), = (a')4 ce qui contredit
que a’ # 0.

Modules @ gauche et dérivations sur un anneau
commutatif unitaire.

Modules a gauche et espaces vectoriels.

Soit (A, +, X) un anneau commutatif unitaire et
un groupe commutatif noté, au risque de la con-
fusion sur le +, (M, +) on appelle opération ex-
terne de A sur M, notée plus simplement . | toute
application .4 de A x M dans M et on dit que
(M,+,.) est un A-module a gauche si les pro-
priétés qui suivent sont vérifiées :

e distributivité sur M

a.(r+y)=ax+ay, Ya€ AVx,y € M
e Distributivité sur A

(a+b).x =a.x+bx, Va,b€ AVx € M

e (a xb).x=ua.(bx), Ya,be A, Vx € M.
el x=2xVre M.

Si A est un corps alors on dit que (M, +,.) est un
A-espace vectoriel.
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Exemples :

e les ensembles Z /nZ sont des Z-modules a gau-
che et a droite.

e [’ensemble des vecteurs du plan euclidien, des
fonctions d’'un domaine I dans R sont des R-
espaces vectoriels.

Dérivations sur un anneau commutatif unitaire.

Soit (A, +, X) un anneau commutatif unitaire et
D un morphisme du groupe (A, +), qui n’est ni
[identité ni le morphisme nul alors on dit que D
est une dérivation s'il vérifie I’identité de Leib-
nitz

D(a xb)=D(a) xb+ax D(), Ya,be A

de laquelle se déduit la formule du binome

Vn € N,Va,be A

"a X b) = Zc’fpn’f ) x D¥(b)

Exemple :

si A est 'anneau des fonctions infiniment dérivables
d’'un domaine I dans R le morphisme qui a une
fonction associe sa dérivée est une dérivation.
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L’anneau des constantes Ap.

Si D est une dérivation sur un anneau de caracté-
ristique ¢ alors 'ensemble {x € A|D(x) = 0} est
un anneau de caractéristique ¢ appelé anneau des
constantes et noté Ap.

Exemple : si A est 'anneau des fonctions C*
d'un domaine I dans R et D la dérivation usuelle
alors I'anneau des constantes est R.

Preuve : Ap, noyau d’une application additive
est un groupe abé¢lien, c’est aussi le noyau d’'un
demi-groupe multiplicatif par I'identité de Leibnitz
c’est un anneau de meme caractéristique que A
puisque 14 € Ap est I'unité de Ap.

L’exemple de ’anneau des polynémes différentiels K|[D].

Si K est un corps, K[ X] son anneau des polynomes,
D est la dérivation des polynomes a coefficients sur
K et D' la composée i-eme de D avec elle-méme
alors on appelle anneau des polynomes différentiels,
Panneau noté K[D] des morphismes Y_." ,a; D’
avec a; € K|X] et muni des opérations d’addition
et de composition. Cet anneau est gradué eu-
clidien si on choisit le stathme euclidien v par
v(>loaD) =nsia, #0et v(0) =0. Son
corps des constantes est K. La structure d’anneau
non commutatif gradué euclidien de K[D] s’enrichit
en celle d’algebre, doublement non-commutative,
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par la donnée de la multiplication externe . définie

par
. | K[X] x KIX|[D] — K[X][D]
(a, P) — aD" x P
On a les
Propriétés :

(i) la famille (D"),en est une famille-base de I'espace
vectoriel (K[X]|[D],+,.).

(ii) L’anneau (K[ X][D], +, X ) est gradué euclidien
a gauche et a droite.

(iii) Ugx1(p) est I'ensemble des opérateurs non nuls
de degré (c’est v) 0 de K[X]||D]. Ce groupe
est isomorphe a K\{0}.

Nous laissons aux lectorat le soin d’en faire la preuve
qui est technique mais sans grande difficulté.

On a la

Propriété : si a, # 0 alors les morphismes
S o a;D'sont des applications K-linéaires de K[ X]
dans K[X] dont les noyaux sont des K-espaces
vectoriels de dimension au plus n.

Preuve : par récurrence sur n.

Si n = 0 alors I'équation L(s) = 0 a pour solution
{0} espace vectoriel de dimension 0.

Si la propriété est vraie a l'ordre n — 1 et si
L=>"",a;D" avec a, # 0 alors soit [’équation
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différentielle L(s) = 0 n’a pas de solution sur
K[X]

est de dimension 0, soit elle a une solution non

auquel cas 'espace vectoriel des solutions

)

nulle sg € K[X], nous effectuons alors le change-
ment dinconnue s = spu. Par la formule du

binéme on voit que L(spu) = H(u) ou
H = " bD" et b, = a, de sorte que
H(u) = J(D(u))out J = S0 by 1 D', L'équation
H(u) = 0 est équivallente au systeme :

{po 2

Nous appliquons a J 'hypothese de récurrence :
le K-espace vectoriel V' des solutions de J(v) =0
est au plus de dimension n — 1. Si E est le K-
espace vectoriel D™H(V) et p la projection canoni-
que F — E/Ker(D) = F/K alors il existe un

isomorphisme
i . E/K - DE)=DD V) cCV

tel querop=D.

E /K est isomorphe a D(FE) K-espace vectoriel de
dimension finie au plus n—1 et comme K est un es-
pace vectoriel sur lui-meme de dimension 1, E est
un K -espace vectoriel de dimension au plus ¢égale
an.

Le K-espace vectoriel des solutions de H(u) = 0
est de dimension au plus n et, comme toute solu-
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tion de L(s) = 0 s’exprime par s = sgu, ou sg # 0
et u est solution de H(u) = 0, le K-espace vecto-
riel des solutions de L(s) = 0 est de dimension au
plus n.

Deux algorithmes de division euclidienne dans K[X](D).

Pour un polynome différentiel dans K[X][D] le
degré, soit le plus grand indice de ses coefficients
non nuls, est un stathme euclidien dont nous nous
servons pour construire des algorithmes de division
euclidienne a gauche et a droite.

Pour la division ecuclidienne a gauche de
a = Zdeg( ) ;D' par b = Zdeg( )b; D nous con-

sidérons les trois suites stationnaires

Eo — 0
(Tn)neNa (qn)HENa (5n>n€N ou go = 0
o = @

en = Max(0,deg(r,_1) — deg(b))
dn = Qn-1-T €n—b2:g_(i) Db
'n = Th—1— an

ou r;_; est le coefficient dominant de 7,,.
Pour la division euclidienne a droite de

a = Zdeg( ) ;D' par b = Zdeg( )b; D nous con-
sidérons les trois suites stationnaires
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€0

0
(Tn)neNa (qn)HENa (5n>n€N ou go = 0
To a

en = Max(0,deg(r,_1) — deg(b))

dn = (Qn-—1 ‘I‘bgnﬁg(b)D%

rn = Tn—1— bgy
ou r_; est le coefficient dominant de 7,,.
Ces suites sont stationnaires a partir de l'indice
i* = Maz(0,deg(a) — deg(b)) : ces deux algo-
rithmes sont de complexité polynomiale.

Algorithmes pour les p.g.c.d. & gauche et & droite d’un nombre fini
de polynémes de K[X][D].

Nous pouvons alors choisir pour algorithmes ceux
des divisions euclidiennes, tels qu’ils sont enseignés
au lycée pour les entiers, le stathme euclidien étant
le degré et les produits s’effectuant a gauche ou a
droite.

Des connexions modulaires ou vectorielles a une
variable.
Définitions :

si D est une dérivation sur un anneau commutatif
unitaire (A, +, xX) a valeurs dans un A-module
(M, +,.) une connexion modulaire de dérivation
D sera une application Vp, et plus simplement
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V, additive de M dans M qui satisfait ["identité
dite de Leibnitz :

V(z,a) € M x AV(a.x)=a.V(x)+ D(a).x

V sera dite vectorielle si A est un corps et M un
espace vectoriel.

Attention! Il ne faut pas confondre les conne-
xions qui représentent des systemes (d’équations
différentielles) et les connections qui sont les géodési-
ques séparatrices de points singuliers (ceux qui an-
nulent une différentielle) de variétés différentiables!
Sauf dans l'exemple qui suit, dans tout ce qui
suit les espaces vectoriels considérés seront de
dimension finie et on appellera triplet (K, D, )
la donnée d’un corps K, d’une dérwation D sur

K et d’un espace vectoriel I de dimension finie
sur K.

Un exemple :

soit 'anneau K |[X][D] alors Iapplication

] KIX][D] = K[X][D]
v {P — Dx P

est une connexion vectorielle de dérivation D telle
que, pour tout idéal a gauche I de K|X][D] de
générateur i € [ : D(I) C I = V() C I.
Preuve : si I = (i), alors Vo € K[X]
D(z.i) = D(z).i+ x.D(3) € (i),
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Matrice d’une connexion vectorielle et formule de change-
ment de base.

Dans cette partie V est une connexion de dérivation
D sur un K-espace vectoriel V' de dimension n.

Matrice d’une connexion vectorielle.

Soit B = (ey,...,e,) une base de V on appelle
matrice de V dans la base B la matrice dont les
vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs
(V(e1),...,V(e,)) dans la base B, c’est une ma-
trice de M,,(K) que l'on note (V).

Formule de changement de base.

Soient B = (ey,...,e,) et B' = (e],...,€]) nous
posons Pg i la matrice des coordonnées des vecteurs
de B exprimées dans la base B'.

Si PB,B’ = (Pi,j>1§i,j§1 alors

(

€1 — P1’1.6/1—|—P2,1.6/2—|—"'—|—Pn’1.6%
€y = P1’2.€/1 + P2’2.€l2 + e Pn’Q.G;L

e, = P+ Popeh+---+ P, e

\
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(V(e)) = P V() + Py .V(ey) + -+ PV (e
+ D(Pljl).e’1+D(P21).e’2+-- —|—D(P ) (&

Vies) = Pio.Viey) + (P2 Viey) + -+ F2.V(e

< + D(Pljg).e’l—l—D(ng).eé—l—-- —|—D(P ) €

\
ce qui donne la relation

PB,B’ X (V)B = (V)B’ X PB,B’ + D(Pﬁg/)

Vecteurs cycliques.

Dans cette partie E est un K-espace vectoriel de
dimension n, D une dérivation sur K et V une
connexion vectorielle.

Définition :  UN vecteur y € E est cyclique (pour V)

si et seulement si la familley, V(y), ..., V"7 (y))
est une famille libre dans F. Autrement écrit : si
et seulement si (y, V(y), ..., V"7 (y))) est une

base de E. Dans ce cas E est dit cyclique pour

V.

Interprétation. o1 £/ possede un vecteur cyclique
alors E est stable pour V (autrement écrit
V(E) C E). On peut écrire cette tautologie :
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< Tout vecteur est cyclique pour l'espace vecto-
riel engendré par la suite des puissances de V ap-
pliquées a ce vecteur >. Ce qui suit essaie de répon-
dre aux questions :

e existe-t-il un vecteur cyclique pour tout I'espace
E?

e Tout espace stable pour V (qui contient son
image par V) est-il cyclique?

e bixiste-t-il d’autres espaces stables que 'espace
de départ E7?

Quelques propriétés des vecteurs cycliques. 1)éfinitions et
lemme : on appelle ordre cyclique d'un vecteur
la dimension de l'espace vectoriel engendré par la
suite des puissances de V appliquées a ce vecteur et
espace caractéristique stable de ce vecteur cet es-
pace vectoriel engendré et on le note Escars(V, y).
On appelle base caractéristique de ce vecteur la
base extraite des premiers vecteurs indépendants
de la suite des puissances de V appliquées a ce
vecteur. La matrice d'une connexion vectorielle
dans une base caractéristique est compagnon.

Preuve : pour une base caractéristique de cardi-
nal £ il y a un vecteur y pour lequel la base-suite
y, V(y), ..., V¥ est indépendante et V*(y) est
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lié par une relation
Vk(y) =c, V"4 4 c1.V(y) + co.y

L’espace vectoriel engendré par la base-uplet
(y, V(y), ..., V¥71) est stable pour V et la ma-
trice de V par rapport a cette base vient naturelle-
ment, c’'est la matrice compagnon

0 ... 0 —Cp

1 .0 —C
o 00

0 ... 1 —CL—1

Définitions d’une transformée et d’une connexion associées aux es-

paces caractéristiques stables.

La connexion dérivation. Lemme et déﬁnition .
sur 'anneau K [D] 'application

- J K(D] = K|[D|
DX'{P — D xP

est une connexion que nous appelons la connezrion
dérivation.

Preuve : la proposition <« Dy est une conne-
xion> se déduit de l'identité de Leibnitz.

La transformée dérivante en un vecteur y € E. Lemme et
définition : siy € E est cyclique d’ordre cy-
clique k alors la famille(y, ..., V¥(y)) est une
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base de son espace caractéristique stable et nous
appellons transformée dérivante en y ’application
K-linéaire bijective qui transforme la base caracté-
ristique en la base (1, D, ..., D*=1). On note cet
isomorphisme Dantes(V, y).

Le polynéme différentiel caractéristique d’un vecteur y € E. 1) €-
finition : a tout vecteur y € E d’ordre cyclique
k on peut associer le polynome différentiel unique
DF — Zf:_f a; D" si la relation de dépendance de
Y, ... ,Vk_l( ), VF(y) est la relation
(VF =321 a; V') (y) = 0. On Pappelle le polyno-
me différentiel caractéristique de y et on le note

K(V,y).

La connexion dérivation du quotient de K [D] par ’idéal caractéristique
d'un vecteur y ¢ £ .Lemme et définition : soit
y € E dordre cyclique k, p(V,y) la projection

v S
canonique F Y g /(k(V,y)), alors il existe
une unique connexion notée D, (V,y), on 'appelle
la connexion dérivation caractéristique en y qui
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rende commutatif le shéma qui suit :

Escars(V,y) v, Escars(V,y)

lDantes(V,y) lDantes(V,y)

K[D] LN K[D]

lpw,y) lpw,y)

K[D)/(k(V,y)), =% K[D]/(k(V, 1)),

Preuve : la commutativité des quatres fleches de
la partie supérieure du shéma est une conséquence
directe des définitions qui précedent. Soit a présent
P, P tels que P — P" € (k(V,y)), alors
/ P = Q X ’{(Va y) + R
3@, @ R){P’ — O xk(V.y)+ R
{DxP:Dxme(V,y)JerR .
, , qui en-
DxP = DxQ@Q xk(V,y)+D xR
traine que

(DxP—-DxP)=(DxQ—-DxQ)xxr(V,y)

soit

tous les représentants de la classe de P appar-
tiennent a la classe de D x P ce qui induit sur
K[D]/(k(V,y)), une application unique, notée
Dy (V,y) qui a la classe de
P € K|D] associe la classe de D x P € K|[D].
Comme la classe de la somme P + () est la somme
des classes de P et () et comme 'application D
est additive : Dy (V,y) est additive. Si a € K
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P = Qxkr(V,y)+R
P = Q xk(V,y)+ R
(DxaP = DxaQxr(V,y)
+(a.D + D(a)) X R
D xa.P = Dxa@Q xk(V,y)
\ +(a.D + D(a)) X R
ve que D, (V,y) vérifie bien l'identité de Leib-
nitz, c’est donc une connexion. La commutativité

alors de { on déduit que

ce qui prou-

des quatre fleches de la partie inférieure du shéma
résulte alors de 13 stabilité sur toutes les classes de
'application P +— D x P.

L’isomorphisme de cast d’une connexion en un vecteur y € FE :
lemme et définition : la  composée
p(V,y) o Dantes(V,y) est un isomorphisme K-
linéaire de K [D] dans K[D]/(k(V,y)), appelé iso-
morphisme de cast et on le notera Caste(V,y).
Preuve : posons

p(V,y) o Dantes(V,y) = Caste(V,y)

alors 'application K-linéaire C'aste est un isomor-
phisme car il transforme la base caractéristique du
vecteur y de F'scars(V,y) en la base caractéristi-
que de K[D]/(x(V,y)).

Nous en déduisons la commutativité du shéma de
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cast

Escars(V,y) — Escars(V,y)
lCaste(v’y) lC’aste(V,y)

K[D|/(x(V, 1)), =25 K[D)/(k(V, 1)),

Des polynémes de connexions vectorielles.

Définitions de polynémes d’une application, d’une conne-
xion, sur un triplet (K, D, F).

On se donne un triplet (K, D, E) et une applica-
tion f de FE dans E et un polynome
P = Zfzo a;D' € K[D], le polynome P(f) sera
défini comme 'application de E dans F telle que
z— S aifi(z) ot fO = Id et sii > 1 alors
fi = fo f=1. Cette définition s’applique en par-
ticulier aux connexions V de F dans E.

29



Shéma de cast et shéma de projection.

Pour tout triplet (K, D, F) et tout polynome
P € K[D] on a le shéma commutatif :

Escars(V,y) m Escars(V,y)

Caste(V,y) Caste(V,y)
P(Dx(V,y))
K[D]/(k(V,y))y > K[D]/(k(V,y))
p(V.y) p(V.y)
K[D] DDA, K[D]

Preuve : la commutativité du shéma de cast
Escars(V,y) — Escars(V,y)
J/Caste(vjy) lCaste(V,y)

K[D)/(k(V,y)), =% K[D]/(k(V, 1)),

se formalise par
Caste(V,y) oV = D, (V,y) o Caste(V,y)
501t
V = Caste(V,y) ' o D (V,y) o Caste(V,y)

qui, par compositions itérées et combinaison linéaire,

devient VP € K|D]
P(V) = Caste(V,y) 'oP(D(V,y))oCaste(V,y)

et prouve la commutativité du shéma supérieur.
Par l'utilisation du shéma d’axiomes de substitu-
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tion la commutativité du shéma inférieur se déduit
du shéma de projection :

K[D]/(k(V,y))g K[D]/(k(V,y))g

TP(V{U) TP(VJJ)

K[D] 2, K[D]

Dx(V,y)

Polynomes de connexion et idéaux annulateurs d’un vecteur.

Lemme : siy est un vecteur d’un triplet (K, D, F)
alors Vo € Escars(V,y), VP € K[D],

P(V)(x) = Caste(V,y) top(V,y) (P x Dantes(V,y)(x))

Preuve : comme Caste(V,y) top(V,y) est une
application K-linéaire de K[D] dans Escars(V,y)
il suffit de montrer que

Caste(V,y) 'op(V,y) (D' x Dantes(V,y)(z)) = V'

pour toutes les valeurs entieres de ¢ ce que nous
faisons par récurrence sur ¢ : y est d’ordre k alors

/ : k—1 ] :
nous pouvons écrire x = 5 ¢;V/(y) puis

Dantes(V,y)
p(V,y) (Dantes(V,
Caste=*(V,y) o p(V,y) (Dantes(V,

S
o
o
SLE L
o)

<

)

Qe

—_ —
~—

L B
Zj:o cjVi(y) ==

qui montre le lemme pour ¢ = 0. Supposons a
présent que

Caste(V,y) 'op(V,y) (D' x Dantes(V,y)(z)) = V'
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alors :

Vitl(z) = Caste(V,y)~' oD xyy0op(V,y) (D x Dantes(V,y)(z)))
car V¢ = Caste(V,y)~' o D xv, oCaste(V,y)
= Caste(V,y) L op(V,y) o D x (Dantes(V,y))
car D xv 4, op(V,y) = p(V,y)oDx
= Caste(V,y)~' o (D x D".Dantes(V,y))
= Caste(V,y)~ o (D! x Dantes(V,y))

Lemme : siy est un vecteur d'un triplet (K, D, F)
alors I’ensemble des polynomes de connexion annu-
lateurs de x € F est un idéal de K[D] a gauche.
Preuve : si y annule P, P’ € K|[D] alors
VQ € K[D] il annule —P, P+ P', QP.

Le lemme du transporteur

s’énonce : si A est un anneau euclidien gradué a
gauche, L,f € A\{0} alors l’ensemble
{P € Al Px f e (L)} est un idéal a gauche
dont on note L : f < un> générateur (on remar-
quera que L : f est un groupe multiplicatif ). On
a alors la double égalité :

(L : f)gf =(f: L)gL = (f)gﬂ (L)g

Si f, L sont premiers entre eux a gauche alors

I'idéal (L : n’est pas nécessairement K |D
g

contrairement au cas des idéaux sur les anneaux

gradués euclidiens commutatifs (par exemple

K[X]).

Preuve :
esoit Py € {P € Al Px f € (L),} et soit
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Q x Py alors Q@ x By € (L), donc
Qx P e{P e A Pxfe (L)} cet

ensemble est un idéal.

e Les éléments de (f),N (L), sont tous les poly-
nomes P x f, pour tous les P € K|[D], tels
que P x f € (L), ce sont les éléments de
idéal (L : f)y ={P € Al Px f € (L),}
dont on fait le produit a gauche par f donc
(L flgf = (f)g N (L)g

e Les propositions démontrées qui précedent sont
symétriques en f et L- en effet

(f)gN (L), = (L), N (f)y on peut donc, par
I'axiome de substitution, échanger dans celles-

ci fet L, ilsuit que (L: f),f=(f:L),L.

Lemme du transport cyclique : si y est un
vecteur d'un triplet (K, D, E') d’ordre cyclique k

et x € Escars(V,y) alors I'idéal annulateur de
V(z)est'idéal a gauche (k(V,y) : Dantes(V,y)(z)),
et comme c’est aussi (k(V, x)), on a I'égalité

Vo € Escars(V,y),

(k(V,2)), = (k(V,y) : Dantes(V,y)(z)),
Preuve : Vz € FEscars(V,y)VP € K|[D]

P(V)(x) = Caste(V,y) top(V,y) (P x Dantes(V,y)(x))
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en particulier si P(V(x)) = 0 alors
p(V,y) (P x Dantes(V,y)(z)) =0

mais comme x € FEscars(V,y) ceci équivaut a
P x Dantes(V,y) € (£(V,y)), qui équivaut a
P € (k(V,y) : Dantes(V,y)), et comme cet
idéal a gauche est (k(V,x))g, il vient le lemme

étudiant une connexion sur un espace caractéristique
stable E'scars(V,y) d’un vecteur y d’un triplet (K, D, E).

Dans toute cette section y est d’ordre cyclique k
et x € Escars(V,y).

Cas ou Dantes(V,y)(z) Vy k(V,y) = 1.

Le lemme de I’égalité cyclique primaire :
s'énonce Escars(V,y) = Escars(V, z).
Preuve : 3Q, P € K|D],

P x Dantes(V,y(z))+Q x k(V,y) =1

et en appliquant Caste ! (V,y) o p(V,y) a cette

égalité nous concluons 3P € K[D], P(V)(z) =y

et donc Fscars(V,y) = Escars(V, ).

Preuve : V est stable sur Escars(V,y) et donc

x € Escars(V,y) = Vi e N, V'(z) € Escars(V,y)
= FEscars(V,z) C Fscars(V,y)

V est stable sur Escars(V, z) donc

Vi €N, V'(x) € Escars(V,z)
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puis par combinaison linéaire a coefficients sur K.
VQ € K[D], Q(V)(x) € Escars(V,x). En par-
ticulier pour () variant dans la famille (Di X P)ZEN
on obtient Vi € N, V' (P(V)(x)) € Escars(V, )
soit Vi € N, V' (y) € Escars(V,z) qui entraine
que Escars(V,y) C Escars(V,x).

Nous savons que

P(V)(x) = Caste(V,x) top(V,z) (P x Dantes(V,z)(z))

et si on remarque que Dantes(V,x)(z) = 1 et ef-
fectue la division euclidienne a gauche de P par
k(V,x) soit P = R x wk(V,z) + P" avec
deg(P") < deg (k(V,z)) = k on obtient pour y
P(V)(z) = Caste(V,z) 1 (p(V,z) (R:(V, 1))
+Caste(V,z) t (p(V, z)(P))
= Caste(V,z)" L (p(V,z)(P))
Caste(V,x) L op(V,z) (P Dantes(V,x)(z))
= P(V)(z)
Mais P'(V )( ) = y s’écrit aussi

Caste(V,z) top(V,z) (P' x Dantes(V,z)(y)) =
Caste(V,z) " op(V,z)(1)

Caste(V,z) top(V,z) (P' x Dantes(V,xz)(y) — 1)

)

p(V,x) (P x Dantes(V,x)(y) —1) =0

P’ x Dantes(V,z)(y) — 1 = —-Q' x k(V,x)

P’ x Dantes(V,z)(y) + Q' x k(V,z) =1

Comme deg (Dantes(V,x)(y)) = deg (k(V, ) =
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k> 0 ¢t deg(P') < k cette égalité entraine
3P, Q" € K[D]
deg(P") < k et deg(Q') < k
P' x Dantes(V,x)(y)+ Q' x k(V,x) =1
Ce qui a préparé le
Théoreme de Bézout : si f,L € K[D\K
vérifient L V, f = 1 alors 3Q, P € K|[D],
(@xL+Pxf=1) ou (deg(Q) < deg(f)) et
(deg(P) < deg(L)).
Preuve : on ne perd rien a la généralité en sup-
posant que

deg(L) = mazx (deg(f),deg(L)) =k > 0
Nous distinguons deux cas :

(1) deg(L) > deg(f) : si ar # 0 est le coefficient
de D¥ dans L alors fV,L = fV,a; 'L =1. On
pose aj 'L = DV — S eD f =S D
ou les coefficients b; ne sont pas tous nuls. Soit
B = (eq, ..., e;) la base canonique de K* et
V la connexion dont la matrice dans la base B
est la matrice compagnon de derniere colonne

Co
alors, pour V, ey est un vecteur cy-
Ck—1
clique d'ordre k, x(V,e1) = a, 'L,
Dantes(V, eq) <Zf:01 bi€i+1) = f et par ap-
plication de la préparation :
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AP, Q'€ K[D], PP x f+Q@Q xa,'L=1
deg(P') < deg(a,'L) deg(Q') < deg(f) et
en posant P = P/ () = a;l nous obtenons le
théoreme de Bézout.

(2) deg(L) = deg(f) : nous posons L = Zf:o c; D'
f= Zfzo b;D" avec ¢, # 0 et by # 0 et effec-
tuons la division euclidienne a gauche de f
par L, son reste est R et le premier pas de
lalgorithme du p.g.c.d. a gauche par divi-
sions euclidiennes a gauche entraine 1'égalité

1=fV,L=LV,R

AP, @' € K[D] avec deg(Q') < deg(R) et
deg(P') < deg(L) et PR+ Q'L = 1. Mais
f = alL + R avec a € K\{0} devient
f=R—a.Lpuis PPX f+(Q'—P.a)xL=1
et le théoreme vient en posant Q = Q' — P’.a
et P= P

Corollaire de Bézout : si f, L € K|D]| vérifient
FV, L = d alos 3P, () € K|[D| avec
deg(Q) < deg(f) — deg(d) et
deg(P) < deg(L)—deg(d) tels que Pf+QL = d.
Preuve :nous posons f = f'd et L = L'd alors
ffVvy, L' = 1 donc 3P, Q € K[D] avec
deg(Q) < deg(f') = deg(f) — deg(d)
deg(P) < deg(L') = deg(L) — deg(d) et
Pfr+QL =1.
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Pf+QL =1= Pfld+QL'd= Pf+QL = d.
C.Q.F.D!

Cas générique deg (Dantes(V,y)(z) V, k(V,y)) = e.
Lemme des degrés : Vf, L € K[D],
deg (f Vg L) +deg (f Ny L) =deg(f)+ deg(L)

Preuve : sans perte de généralité on peut sup-
poser que k = deg(f) > deg(L) et si fr € K\{0}
est le coefficient dominant de f alors on peut écrire
( _
fAL = (fiL )N L
VgL = (fk:_l'f) Vg L .
[l = D=3 D
k i
L L = 2i—oLiD
B = (ey,...,e;) labase canonique de E = K" et

Soit

N\

V la connexion de matrice (V) égale a la matrice

fo
compagnon de derniere colonne | alors e
Ji-1
est un  vecteur  cyclique  dordre &,
k(V,ep) = il f et

Dantes(V, e) (Zf:_ol li6i+1) = L et, si on pose

z = Zf;ol l;eii1, par le lemme du transport cy-
clique

K(V,z) = (k(V,e1) : Dantes(V, e1)(z)),
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Nous distinguons les cas (1) et (2) :

(1) f Vg L = 1. Suivant la définition du trans-
porteur da € K\{0}

k(V, z)x Dantes(V, e1)(z) = a.Dantes(V, e1)(2)A\gk(V, e1)

on alors
deg(af,!.f Ny L) =
deg(f Ny L) =
deg (a.Dantes(V,e1)(z) Ny k(V,e1)) =
deg (k(V,z) x Dantes(V,e1)(z)) =
deg(k(V, 2)) + deg(Dantes(V,e1)(z)) =
deg(f) + deg(L) =
deg(f) + deg(L) — deg(f V, L)
2)fVvyL = d # 1. Posons L = L'd,
f= f'dalors f'V, L' =1 et d’apres (1) on a
'égalité deg(f' Ny L") +0 = deg(f') + deg(L’)
équivallente a 1'égalité

deg(f' Ny L') + 2deg(d) = deg(f) + deg(L)

équivallente a 1'égalité
deg(f'NyL')+deg(d)+deg(fV,L) = deg(f)+deg(L)
I1 faut donc prouver que

deg(f Ny L) = deg(f' Ny L) + deg(d)
Nous utilisons pour le faire les transporteurs

f:Let f:L.
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(f: L)L =(fA;L),
(f" L)l = (f g L)y
. { (F: LLd = (f Ay L),
P = (A D),
de fA,Let f'/A,L sont ceuxde (f : L)x L' xd
et (f': L") x L' et la preuve vient en montrant
que (f : L) et (f : L") ont mémes degrés ce
qui est la conséquence des égalités d'idéaux a

Nous savons que {

Les degrés

gauche qui suivent :
(f': L"), = {P e K[D||Pf e (L),}
= {P e K[D||Pf'de (L)}
= {P e K[D||Pf € (L)}
= (f: L)
Le degré des transporteurs : soient K un
corps différentiel et une dérivation D et soient

(f, L) € K[D]? alors
deg(L : [) = deg(L) — deg(L V, [)

Preuve Végalité didéauxr a gauche
(L: f)gf = (f Ny L), entraine que les générateurs
de ces idéaux ont meme degré.
o (L: f),f apour générateur (L : f)f de degré
deg(L : f) + deg(f).
o (f Ny L), a pour générateur f A, L de degré
deg(f) + deg(L) — deg(f V4 L).
Il suit que deg(L : f) = deg(L) — deg(f V4, L).
L’algorithme de calcul des p.g.c.d. a gauche par
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division euclidienne a gauche permet le calcul du
degré des transporteurs.

Cas d’irréductibilité de Caste(V,y).

Lemme : P € K|[D] est irréductible si et seule-
ment si deg(Q) < deg(P) = Q V, P = 1,

V@ € K[D|.
Preuve :
e si P n’est pas irréductible

dR, Q € K[D)\K, P=Q x R. On a alors
0 < deg(R) < deg(P) et RV, P = a.R avec
a € K\{0} soit RV, P # 1.

e Si
3Q € KID]{deg(Q) < deg(P)A(PV,Q £ 1)

alors O = PV, @) est un diviseur a gauche de

Pet AN € K[D], P= N x O. deg(N) > 0
puisque deg(O) < deg(P). P, le produit de
deux éléments de K [D]\ K n’est pas irréductible.

Théoreme de I’égalité cyclique irréductible.
Si y est un vecteur cyclique d’ordre k£ d’'un triplet
(K,D,FE) et si k(V,y) est irréductible alors
Vo € Escars(V,y)

e Fscar(V,x) = Escars(V,y).
e x(V,x) est irréductible.

Preuve :
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e s0it & € Fscars(V,y) alors
Dantes(V,y)(x) < k—1 < k =deg (k(V,y))

k(V, 1) est irréductible donc
Dantes(V,y)(x) V, k(V,y) = 1 ce qui en-
traine, d’apres ce qui précede,

Escars(V,z) = Escars(V,y).

e Supposons que d soit un diviseur non unitaire a
gauche de k(V,z) alors 3kl € K[D],

k(V,x) =k, x d. Posons d = Zdeg d; D" et
W = Zdeg g, V() alors
Dantes(V, x)(w) = d et
Dantes(V,z)(w) V, k(V,z) =d et

w = Caste(V,z) o p(V, z)(d)

alors dim(FEscars(V,€£)) = k ce qui est con-
tradictoire avec

dim(Escars(V,w)) = dim(Escars(V, x))—deg(d)

et K(V,x) n’a pas de diviseur propre a gauche :
I"idéal (k(V,x)), est maximal.

Sous-espaces vectoriels stables d’un espace vectoriel stable
Escars(V,y) d’un triplet (K, D, E).

Le lemme de sous-recouvrement stable :

soient un triplet (K, D, ), une connexion V, y un
vecteur d'un espace vectoriel F' V-stable, p(V, y, F')
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la projection canonique de FEscars(V,y) sur
Escars(V,y)/F alors il existe une unique con-
nexion V|F sur Escars(V,y)/F qui rende com-
mutatifs les shémas :

Escars(V,y) Y, Escars(V,y)
lp(V,y,F) lp(V,y,F)

Escars(V,y)/F AN Escars(V,y)/F

VP € K|D|

Escars(V,y) L, Escars(V,y)
lp(V,y,F) lp(V,y,F)
Escars(V,y)/F LI, Escars(V,y)/F
Preuve : soient z,z € FEscars(V,y), si
x — z € F alors

V(r—2z)=V(x)—V(z) € Escars(V,y) C F; il
existe alors une unique application V|F' qui rende
commutatif le shéma

Escars(V,y) SN Escars(V,y)
|5 [stwm)

Escars(V,y)/F AN Escars(V,y)/F

c’est 'application V|F' qui a la classe de z modulo
F, notée x/ F, associe la classe de V(x) modulo F
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dont nous laissons au lectorat le soin de vérifier que
c’est une connexion sur Fscars(V,y)/F. Nous

déduisons par combinaisons linéaires que
VP € K|D|

p(V,y,F)o P(V) = P(V|F)op(V,y, F)
de
vneN, p(V,y,F)oV" = (V|F)" op(V,y, F)

que nous montrons par récurrence sur n. Cecl est
vrai pour n = 0, nous supposons que
p(V,y,F)o V" = (V|F)" o p(V,y, F) alors :
p(V,y, F)o V"™ = p(V,y,F)oV"oV

= V|F"op(V,y,F)oV

= V|F"oV|Fop(V,y, F)

= VI|F"op(V,y, F)

Idéaux associés aux sous-espaces stables d’Escars(V,y) d’un triplet
(K,D,E).

Définitions et propriétés :

e un sous-espace vectoriel F' de E espace vecto-
riel d'un triplet (K, D, F) est V-stable si et
seulement si V(F') C F.

e Soit y un vecteur d'un triplet (K, D, F) et [
un idéal a gauche de K[D] alors I'ensemble
I(y) = {P(V)(y)|P € K[D]} est un sous-espa-
ce vectoriel de E' qui est V-stable.
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e Le sous-espace vectoriel I(y) C E et 1" idéal a
gauche I(y) sont dits associés.

e Soit F' un sous-espace vectoriel de E qui est V-
stables'il existe y € E tel que F' = Escars(V,y)
alors il existe I idéal de K[D] a gauche tel que
= 1(y).

Preuve :

e /(y) est un sous-espace vectoriel de E puisque
0€ Iy etsi P, Qe Iy et A\ pek
alors \.P + p.QQ € I(y). Soit P € I un
idéal a gauche de K|D] alors D x P € [
puis V (P(V)(y)) € I(y) : I(y) est V-stable.

e Soit J = {P € K[D||P(V)(y) € F} alors
0OeJetsiP, Qe Jalors P+Q, —PeJ
puisque F est un espace vectoriel.  Soit
R € K[D] alors R x P(V)(y) € F puisque F
est V-stable. J est un idéal de K[D] a gauche.
D’autre part J C J(y) et si P € J(y) alors
P € J puisque P(V)(y) € F donc J = J(y).

Les lemmes d’égalité et d’additivité des sous-espaces caractéristiques.
Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’
Escars(V,y) didéaur a gauche associés I, J
alors :

e[ + (G est un sous-espace vectoriel d’
Escars(V,y) d"idéal a gauche associé I + J.
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o [/ = G si et seulement @ si

IcJ+(k(V,y), e FCG
{JC[+(I€(V,y)>g<=>GCF

Preuve :

e la somme F'+G, des sous-espaces vectoriel F' et
GG sous-espaces vectoriels d’Escars(V,y) est
un sous-espace vectoriel d’Escars(V,y) et si
P, () € F, G alors il existe des idéaux de
K[D] a gauche tels que (P, Q) € I(y) x J(y)
et
(P+Q)(V)(y) = P(V)(y) + Q(V)(y) appar-
tient a I(y) + J(y) idéal de K[D] a gauche
car somme des idéauz a gauche I(y) et J(y).

e 'C G« Iy C Jy) + (k(V,y)), puisque
chaque proposition qui suit est équivalente :

—VxeF), x €G.

-(vP e Iy, 3IQ € Iy)
P(V)(y) = Q(V)(y).
P=Q+ R xk(V,y).

—ICJ+(k(V,y)),

e Par I'axiome de substitution, on permutte G et
F, PetQ, I(y)et J(y) dans la suite de propo-

sitions précédentes et on prouve que
GCF&JCl+(kV,y),
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Sous-espaces vectoriels V-stables minimaux d’un
espace vectoriel E d’un triplet (K, D, E).

Définition.

Un sous-espace vectoriel F' d'un espace vectoriel
E d'un triplet (K, D, E) est V-stable minimum
s'il est V-stable et non-nul et de dimension mini-
mume dans ’ensemble des sous-espaces vectoriels
V-stables et non-nuls de E.

Existence et lemme de caractérisation des sous-espaces vectoriels V-
stables minimaux d’un espace vectoriel E d’un triplet (K, D, E).
Existence. POUT tout espace vectoriel £/ d'un triplet
(K, D, F) il existe des sous-espaces V-stables mi-
nimaux de £.

Preuve : la fonction F' — dim(F') a valeur sur
les sous-espaces vectoriels de £ non nuls et V-
stables est a valeur sur les entiers et atteint son
minimumn.

Lemme de caractérisation. LeS assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) F" est un sous-espace vectoriel de £ V-stable
minimum.

(i) Jy € F, F = FEscars(V,y) et k(V,y) est
irréductible.
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(iii) Vy € F, F = Escars(V,y) et k(V,y) est
irréductible.

Preuve : nous prouvons que

e (i) = (ii) par sa contraposée. Supposons que
Yy € F,F # Escars(V,y) ou k(V,y) nest
pas irréductible. Si le premier terme de la con-
jonction ou est vraie alors F' n’est pas V-stable
ce qui prouve non (7). Si le second terme de
la conjonction ou est vraie alors x(V, y) un di-
viseur d propre a gauche non unitaire. On
peut alors reprendre la preuve du deuxieme
point du théoreme de I'égalité cyclique primaire
tout x(V,y) est irréductible : ce qui contredit
qu’il ne l'est pas.

e (i1) = (ii7) : c’est le deuxieme point du théo-
reme de I'égalité cyclique primaire.

e (i1i) = (i) : soit G C F un sous-espace vecto-
riel V-stable nous montrons par ’absurde que
G = F. Supposons que G C F': soit x € G
alors F = Escars(V,z) et
Escars(V,x) C G puisque G est V-stable.
On a donc F' C G qui contredit G C F..
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Infinitude de ’ensemble des polynémes caractéristiques d’un espace
vectoriel V stable minimum et non-nilpotence de toute connexion V
d’un triplet (K, D, E).

Lemme d’infinitude de ’ensemble des polynomes caractéristiques d’un
espace vectoriel V stable minimum d’un triplet (K, D, E): S0t F’
un espace vectoriel non nul, V-stable et minimum
d'un triplet (K, D, E) si V n’est pas nilpotente
alors I'ensemble {x(V,y)|y € F'} n’est pas fini.
Preuve : si l'ensemble {x(V,y)|y € F} est fini
et égal a {k(V,11), ..., k(V,ys)} alors si nous
considérons P = k(V,y1) Ay -+ Ay K(V,ys) on a
P(V)(y) =0, Yy € F et en particulier

VAe K)Vye F), P(V)(Ay)=0

Soit ¢ I’homomorphisme d’anneau de Z vers K tel
que si n > 0 alors ¢(n) = 1g + -+ + 1 alors on

TV
n fois

pose pour des entiers n > p > 0 CL = ¢ (C?).
Par l'application de ¢ a C?, indépendamment de
la caractéristique de K, la proposition qui suit est
vrale

(Vn, peN), k+1<n=C|=Ct4Cr'!

Grace a elle on peut obtenir, par double récurrence
sur n et p, la proposition

VpeN, (VAe K), (VyeF)

VP (\y) = Z C)D" (AW (y)
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Pour j € Net P € K[D] nous notons PY) 'image
de I'endomorphisme K-linéaire définie sur la base
(DY), par (DY = 0 s j > 1 e
(Dl)(j) = (C‘lle_j si 5 < [, on a alors la proposi-
tion

VpeN, (VAe K), (VyeF)

p
V() =D (DY (V)

§=0

puis par linéarité la proposition
(VA e K), (Vy € F)
deg(P) _ |
P(V)(Ay) = > (P)V (VNV(y)
j=0

P = K(V,90) Ay Ag (V. 5) = S D!
on a

(VA e K), (Vy € F)
PIV)(hy) = Si” (S a(D)D0) ) viy)

(Vy € F)(VA € K)

deg(P)
0=P(V)(Ay) = D PUNT(y)

Mais PU()\) = Lo gt%(P) a 28 DI et si

P(4") D)
Diff {mm-+Km

alors

X" — D"
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20 szf(d”?)
(Vy € F)(V\ € K)

deg(P)

SLULUEDS i () )

(dX))

puis

(Vy € F)(VA € K)

o ST s Diff () Vi)
+afdeg( )vp(y)

Quelque soit le choix de A € K un polynome de
K|[D] de degré deg(P) annule tout y € F, il an-
nule en particulier ¥y, ..., ys dont les polynomes

caractéristiques différentiels sont
k(V,y1), ..., k(V,ys) : cest donc un multi-
ple commun @ gauche de k(V,y1), ..., K(V,ys)
et donc de K(V,y1) Ay -+ Ay K(V,ys) qui est de
degré deg(P), et puisque ce polynome est unitaire
c’est donc k(V,y1) Ay -+ Ny K(V,ys). La suite

(a, e a,)  des  coefficients  de
K(V,y1) Ay Ay K(V, ys) est donc, indépendam-
ment de A, la suite
(mp (A), szf (4£) (), , 1). La suite
(mP)\ szf(g—§) A), ..., 1) ne dépend

pas de A que si P(V)(y) = Vdeg( ) auquel cas
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VeI P)(y) =0, Yy € F : V est nilpotente. On
a prouvé par la contraposée que si la connexion
V n’est pas nilpotente alors 'ensemble x(V, y) ou

y € F espace vectoriel non nul V-stable n’est pas
fini.

Sur tout triplet (K, D, E) il n’existe pas de connexion linéaire V nilpo-
tente : SOt V une connexion linéaire sur un triplet
(K, D, E) et p un entier tel que V? = 0 alors pour
tout couple de bases B, B’ la formule de change-
ment de base s’écrit

(VP)B' = Plill(vp)BPBagl + l;,[lng <P[;llg,)
Elle entraine que D <PBT 1,) = 0 soit
PBTl, € Gl,(Kp) pour tout couple de bases B, B'.
Ceci entraine que D = 0, or D n’est pas identique-

ment nul, il y a contradiction.

Les connexions irréductibles et le lemme d’Euclide.

Connexions irréductibles.

Définition :  S0it 'V une connexion d'un triplet
(K, D, E) alors V est dite irréductible si et seule-
ment E est un espace vectoriel V-stable minimum.

Corollaire d’irréductibilité de tout polynéme caractéristique de vecteur
d’un espace vectoriel V-stable minimum : soit V une con-
nexion irréductible d'un triplet (K, D, FE) alors
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Vy € E k(V,y) est irréductible.

Preuve : 'assertion qui précede est équivallente
au lemme de caractérisation des espaces vectoriels
stables minimaux.

La supplémentation diagonalisante des bases caractéristiques stables
des sous-espaces vectoriels V-stables minimaux prépare le lemme d’Eu-

clide.

Introduction : soient un triplet (K, D, FE), V une
connexion de F dans E et y un vecteur de E
alors I'espace caractéristique stable Escars(V,y)
est V-stable et s’il n’est pas tout E alors sa base
caractéristique (y, V(y),...) peut étre complétée
pour obtenir une base de E par rapport a laquelle
la matrice de la connexion est triangulaire inférieure
par blocs et il en est de méme si Fscars(V,y)
est V-stable minimum et, de plus, le lemme de
complétion diagonalisante des bases caractéristi-
ques stables des sous-espaces vectoriels V-stables
minimaux exprime que dans ce cas il est possible
de compléter la base caractéristique (y, V(y), . . .)
de facon a obtenir une base de E par rapport a
laquelle la matrice de la connexion a deux blocs
diagonaux, le premier bloc représentant la conne-
xion dans la base caractéristique de Escars(V,y)
et nous prouvons que cette technique permet la
préparation du lemme d’Euclide avec A, comme
produit gauche de <fonctionss.
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Attention! L’utilisation de <> a fonctions est
faite pour souligner que le terme fonction est utilisé
a défaut d'un meilleur terme. On trouve dans les
anciennes publications le terme paradoxal de fonc-
tions holomorphes multivaluées pour souligner,
dans 'exemple ou Kp = C, que la représentation
bidimensionnelle de C (un plan) est insuffisante et
que le mathématicien Bernhard Riemann a eu l'in-
tuition de remplacer par celle de <surfaces courbes
singulieres> qui portent son nom, on trouvera une
représentation 2D d'une surface de Riemann feuil-
letée pour une courbe elliptique a ['U.R.L.
https://www.geogebra.org/m/V4Qwh9imG,
nous reviendrons plus précisément sur cette notion
qui provient de celle de variété différentiable (resp.
holomorphe).

Le lemme d'Euclide :  sOlent P, Pj, P, € K[D] irré-
ductibles et unitaires, si P divise a gauche Py Ay Ps
alors P= P, ou P = P.

Preuve : sans perte de généralité nous supposons
que deg(Pr) > deg(Ps).

o 5i P, = P alors PIA Py = P et si P irréducti-
ble et unitaire divise a gauche P, alors
P=P =DP.

® S5i P # Py alors PV, P = 1et, pourj =1, 2,
on pose P; = Z?i%(Pi) p;iD"  ou
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Djdeg(P)) = 1 et on appelle C; la matrice com-

pagnon de Mge,(p,)(K') dont la derniere colonne
—Pj0

est le vecteur de coordonnées :

_pj,deg(Pj)—l

V sera la connexion dont la matrice, exprimée

<P2>+deg<P1) est

dans la base canonique de K%Y
diagonale par blocs de blocs Cy et €. Les
vecteurs €gqq(py)+1 €t e1 de la base canonique de
Kea(Po)+deg(P1) sont cycliques d’ordre deg(P)
et deg(Py) et, parce que Py = K(V, €4eg(py)+1)
et P, = k(V,er) sont irréductibles
Escars(V, egeg(py)+1) et Escars(V,ep) sont
V-stables minimaux et supplémentaires. Le
polynome annulateur de degré minimum de
Cdeg(Py)+1 + €1 €8t Py Vy Pp = @ X P et par
décomposition sur
Escars(V, egeqpy)+1) ® Escars(V, eq)

Q) X P(V)(Gdeg(p2)+1 + 61) =0
Y
(Q x P(V)(e1) = 0) V(Q X P(V)(€deg(py)+1)

P irréductible est un diviseur a gauche du
polynome minimal irréductible P; de e; ou P
de €geg(py)+1 donc P est associé a Py ou P et
comme ces polynomes sont unitaires : P = P,

ou P = 5.
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Le lemme de décomposition des espaces caractéristiques V-
stables.

Soient un triplet (K, D, F) et y un vecteur de E
alors

(Fs e N, Jyy, ..., ys € Escars(V,y))
Escars(V,y) = &;_Escars(V,y;)

ou Vi, Escars(V,y;) est V-stable minimum.
Preuve : si Escars(V,y) est V-stable mini-
mum alors on pose s = 1 et y; = y et le lemme
est démontré sinon E'scars(V,y) qui est V-stable
contient un sous-espace vectoriel V; V-stable mini-
mum et Jy; € Escars(V,y), Vi = Escars(V, ).
On remarquera, au besoin en utilisant la bonne
division euclidienne a gauche que y; = P(V)(y)
ou P € K[D] et deg(P) < deg(k(V,y)). Soit W,
tel que FEscars(V,y) = Vi & W; alors
Y = P(V)(y1) + w; et, puisque
wy € Wy C Escars(V,y), en utilisant la bonne
division euclidienne a gauche wy = Q(V)(y) ou
Q € K[D| et deg(Q) < deg(k(V,y)) et nous
avons y = P(V)(y)+Q(V)(y). Si, a présent,

TV TV

y1€V] w1 €W
nous appliquons k(V,y)(V) a y et k(V,y1)(V)
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a Y1 nous obtenons :
(1) k(V,y) x P = Rxk(V,y)
(2) K(V,y) x Q = SxK(V,y)
(3) £(V,y1) x P = T x k(V,y)

et en en simplifiant 1’écriture

(1) kP = Rk
(2) kQ = Sk
(3) /{)1P = Tk

Les égalités (1) et (3) sont équivalentes a

k = U(k:P)
{ K1 = V(I{ . P)
k1 est irréductible et unitaire, k : P est un diviseur
unitaire d'un polynome irréductible unitaire donc
soit k : P =Ky soitk: P=1g. k: P = 1g
c’est P est associé k soit Vi = Escars(V,y) et
Wy = {0} est alors V-stable soit
Wy = Vy = Escars(V,ys) . Sik 1 P = K
alors k1 € (k)4 soit k|sk1 soit k1 = Kk puisque
ces polynomes sont irréductibles et unitaires et, si
k1 = k alors Escars(V,y) = Escars(V,y) est
V-stable minimum.
Nous avons prouvé que
Escars(V,y) = Escars(V,y1) ® Escars(V,ys)
avec Escars(V,y;) V-stable minimum et
ys € FEscars(V,y) (éventuellement 1, est
nul). Ceci amorce une récurrence qui prouve que
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ds € N, Escars(V) = @&)_Escars(V,y;) avec
y; € Escars(V,y) et Escars(V,y;) V-stable mi-
nimum. L’arret de la récurrence provient de ce
que chaque Fscars(V,y;) est de dimension finie
non-nulle.

Les positions des espaces caractéristiques V-stables mini-
maux et les indices caractéristiques.

Les positions des espaces caractéristiques minimaux.

Le lemme de positions : Vy,yp, € E
si Escars(V,y1) et Escars(V,y,) sont V-stables
minimaux alors soit
Escars(V,y) N Escars(V,y) = {0} soit
Escars(V,y) = Escars(V,ys).

Preuve : Escars(V,y;) N Escars(V,ys) = {0}
oudz #0, z € Escars(V,y1)NEscars(V,ys) le
polynome k(V,y) a alors pour degré
dim(Escars(V, z)) et puisque z € Escars(V,y;)
et z € Fscars(V,y;) il a aussi pour degré
dim(Escars(V,y1)) et dim(Escars(V,ys)) et de
Escars(V,z) C Escars(V,y) N Escars(V, ys)
Iégalité Fscars(V,y) = FEscars(V,ys) suit.
Nous en déduisons le

premier théoreme de décomposition en
espaces caractéristiques V-stables
minimaux : soit V une connexion sur un triplet
(K, D, E)iln’y a quun nombre fini d’espaces ca-
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ractéristiques V-stables minimaux, ils sont en som-
me directe et leur somme est F.

Preuve : la finitude de 'ensemble des espaces
caractéristiques V-stables minimaux et qu’ils soient
en somme directe est une conséquence du lemme
qui  précede. Soient  Escars(V,y1), ...,
Escars(V,ys) ces espaces vectoriels alors si
®;_Escars(V,y;) C FE il existe un espace vecto-
riel F' C E tel que F = @;_FEscars(V,y;) & F.
Soit z # 0 € F alors Escars(V, z) est somme
directe d’espaces caractéristiques V-stables mini-
maux, nécessairement parmi
{Escars(V,y;)|1 < i < s} ce qui entraine que
z appartient a I'un des F'scars(V,y;) (1 <i < s)
et contredit qu’il n'y appartient pas.

L’ indice et la présentation d’indices des espaces caractéristiques V-
stables minimaux.

Définitions : soit un triplet (K, D, F)

e nous appelons indice d’espaces caractéristiques
V-stables minimaux, que nous notons
IEsCarMin(V), leur nombre, ce nombre est
un nombre cardinal.

e Nous supposons fixée, cela repose sur un arbi-
traire et il y a ITEsCarMin(V)! fagons de le
faire, une numeérotation

EsCarMing, EsCarMing, ey EsCarMin;gscarMin(v)

99



des espaces caractéristiques V-stables minimaux,
une présentation d’indices des espaces caracteé-
ristiques minimaux est la donnée d'une suite

\
EsCarMings(1), EsCarMins(2), ..., EsCarMino(IEscMMm(v))OU.

0 € S[EsCa'r’Min(V) :

Le premier théoréme de représentation des connexions linéaires.

Soit un triplet (K, D, F),

e une présentation d’indices des [ EsCar Min(V)
espaces caractéristiques V-stables minimaux é-
tant choisie, nous les notons
Escarsy, ..., EScarsSrpscoriin(v) €t choisis-
SOns un IEsCar Min(V)-uplet
(W1, + s YiBsCarmin(v)) € Bscarsi\{0} x---x Escarspscarmin(v) \{0}
tel quesii € {1, ..., IEsCarMin(V)} alors
les polynomes différentiels irréductibles x(V, ;)
sont deux a deux distincts.

e Pour 1 <r < IEsCarMin(V) et a partir des
polynomes différentiels irréductibles

’%(Vayl)a IR '%(VayIEsCarMm(V)): nous dé-
finissons, V5 < r, des matrices, des espaces

vectoriels, des base, des connexions vectorielles

— C; est la matrice compagnon d’ordre
deg (k(V,y;)) de dernier vecteur colonne
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a;
si
aj,deg(ﬁ(vyyj))—l
deg(k(V.y;j))—1
oV 35) = D) S
i=0
— E, = @’_FEscars; etnous appelons V,

]:
la connexion V restreinte a E,.

— B, est la base obtenue par concaténation
des bases y;, V(y;), ..., VIIHEV)=1 oy
g=1,...,r.

e Dans la base Brpscaririn(v) la matrice de V est
diag(Cy,...,C,).

Choisissons a présent une présentation d’indices
des I EsCarMin(V) espaces caractéristiques V-
stables minimaux qui les ordonne par dimension
croissante et supposons que pour deux indices con-
sécutifs les sous-espaces V-stables minimaux aient
meme dimension.  Sans perte de généralité sup-
posons que dim(Escarsy) = dim(Escarss), i
et yo étant choisis dans E'scars; et E'scarss, nous
appelons a l'isomorphisme de E dans E tel que
1E: Escars; Id; a (V](yl)) = V(1)
ouj €0, ..., dim(Escarsy) — 1} et L I'appli-
cation linéaire de F dans E égalea Voa—aoV
et dont on remarque que

a ‘ @IEsCarMm(V)
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g L‘ @{EgoarMin(V) Bscars; 0
1=

eSi j < dim(Escars;) — 1 alors
L (Vi(y1)) = 0etsij= dim(Escars;) — 1
alors L (V/ (1)) = £(V,y1)(V)(y2).

eSi j < dim(Escarsy) — 1 alors
L (Vi(y)) = 0 et si j = dim(Escarsy) — 1
alors L (Vj(yg)) = k(V,12)(V)(y1).

SOlt MatBIEsCarMin(V) <L> — d'l/ag (M7 OZIESCGTMM(V)>

=2
]\402’1 ]\4012> ot My (resp. Mio))

a toutes ses colonnes nulles sauf la derniere qui est

avec M = (

la derniere colonne de C (resp. Cy). Le polynome

caractéristique de Matg,, . .. o (L) est alors, en

(V)(
développant det (M LB, scamntiney (L) — AL I_EscMMmm)

J=1

par rapport a ses colonnes,
(N SIET 2y (A Cuince

Cldim(Escars \di scars —A
IEsCarMin(V) _,

SO1t (—N)Zi5 ()\2 — 0,

scarsg),dim(Escarsy) )

Nous distinguons deux cas :

¢ Cldim(Escarsl),dim(Escarsl)O2dim(Escar52),dim(Escar52) =0
et dans ce cas D est un diviseur a gauche

de k(V,y1) ou k(V,ys) irréductibles et donc
dim(Escarsy) = dim(Escarss) = 1.

¢ Cldim(Escarsl),dim(Escarsl)C2dim(Escar52),dim(EscarsQ) _Tlé 0
alors le polynome caractéristique de L est scindé
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sur le corps de décomposition de
2

X _Cld'im(Escarsl),.dim(Escarsl)C2dim(Esca7'52),dim(Esca7'52) S K[X]

L est diagonalisable sur ce corps de valeurs pro-

)
pres :|:\/leiim(Escarsl),dim(Escarsl)C2dim(Escar32),dim(EscaTSQ)d or-
dres  dim(FEscary) et 0 dordre
dim(FE) — 2dim(Escarsy). Posons, pour sim-
plifier I’écriture, ¢ =
alors

Cldim(Escarsl),dim(Escarsl ) CQdim(EscaTSQ),dim(Escarsz)

(L?/e)" = P~diag(Iogim(Escars:)s Odim(E)—2dim(Escarsy)) P
= cst

— Si ¢ # 1 alors le terme (L?/c)™ dépend de
nsi L?/c # 0, on en déduit que L?/c = 0
soit L = 0 donc V et a commutent : I'image
d'un espace vectoriel V-stable (Resp. V-
stable minimum) par a est V-stable (Resp.
V-stable minimum).

— Si ¢ = 1g alors

L2 - P_ldia'g(j2dim(Escarsl)7 Odim(E)f2dim(Escarsl))P =L

autrement dit L est un projecteur linéaire.
Mais si la caractéristique de K n’est pas
2 le polynome caractéristique de L admet
0, 1x et —1g comme racines, ce qui con-
tredit que L est un projecteur K-linéaire
(un projecteur linéaire n’admet que 0 ou 1
comme valeur propre). Nous en déduisons
que ¢ # 1x, mais comme le terme (L*/c)/n
dépend de n si L?/c # 0, nous en déduisons
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que L?/c = 0 soit L = 0 et donc
L (vdim(EscarS1)—1) — ,{(V’ yl)(y2> =2

soit kK(V,y1) = k(V,y2) : ceci étant impos-
sible par choix de ¥ et y» nous en déduisons
que si la caractéristique de K n’est pas 2
alors F'scars; est le seul espace-vectoriel V-
stable minimum de dimension dim(FEscarsy).

Le deuxiéme théoréme de représentation des connexions linéaires.

Soit un triplet (K, D, F) avec K de caractéristique
différente de 2 :

e les sous-espaces vectoriels de K, V-stables mi
nimaux de dimension différentes de 1 sont de
dimension deux a deux distinctes.

e Une présentation d’indice des I EsCar Min(V)
espaces caractéristiques V-stables minimaux les
ordonnant par dimension croissante étant choisie
nous les notons E'scarsy, ..., EScarsrgscarMin(v)
et choisissons un [EsCarMin(V)-uplet
(Y1, - YIEsCarmin(v)) € Escarsi\{0} x - X Escarsgscarmin(v) \{0}
tel que sii € {1,...,IEsCarMin(V)} alors
les polynomes différentiels irréductibles k(V, ;)
soient deux a deux distincts.

e Dans la base By pgcaririn(v) la matrice de V est
dzag (Cla SRR CIEsCarMm(V))-
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La dimension des espaces stables minimaux.

Considérons le lemme du transport cyclique énoncé
page 33 par si y est un vecteur d'un triplet (K, D, F)
d’ordre cyclique k et © € Escars(V,y) alors

(k(V,2)), = (k(V,y) : Dantes(V,y)(z)),

et choisissons y dans un espace V-stable mini-
mum alors kK(V,y) est irréductible et puisque x €
Escars(V,y) alors k(V, x) est irréductible d’autre
part, par définition des espaces stables minimaux
et de la fonction k : y — k(V,y) on a

dim(Escars(V,y)) = deg(k(V,y)) = deg(k(V, x))

e Lc degré de P = k(V,y) : Dantes(V,y)(x)
est donc deg(k(V, z))—deg(Dantes(V,y)(x)).

o Le degré de Q = k(V, ) est deg(k(V, x)).

e P et () sont les générateurs d’idéaux a gauche

qui sont égaux ont donc méme degré on a donc
Va € Escars(V,y),deg(Dantes(V,y)(x)) =0

Par définition de Dantes(V,y)(x) ceci n’est
possible que si x et y sont colinéaires. Ceci

étant vrai pour tous les © € Escars(V,y) on
a donc dim(FEscars(V,y)) =1

On a le

Théoreme : si la caractéristique de leur corps
n’est pas 2 alors les espaces vectoriels V-stables
minimaux sont de dimension 1.
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Le troisieme théoréme de représentation des connexions linéaires.

Soit un triplet (K, D, F) avec K de caractéristique
différente de 2 :

e les sous-espaces vectoriels de K, V-stables mi
nimaux sont tous de dimension 1.

e Une présentation d’indice des I EsCarMin(V)
espaces caractéristiques V-stables minimaux les
ordonnant par dimension croissante ¢tant choisie
nous les notons Escarsy, ..., Escarsipscarvin(v)
et choisissons un IEsCarMin(V)-uplet
Wi+ UrBscaratin(s)) € Escars)\{0} x - x Escars;pscartin(e)\{0}
tel que sii € {1,...,IEsCarMin(V)} alors
les polynomes différentiels irréductibles (V, ;)
soient deux a deux distincts.

e Dans la base Brpscaririn(v) la matrice de V est
diagonale.

Le lemme d’existence de vecteur cyclique sur tout espace vectoriel
V-stable

s’énonce : soit un triplet (K, D, FE), il existe
dans tout sous espace vectoriel F' de £/ V-stable un
vecteur cyclique d’ordre dim/(F'). En particulier il
existe dans F un vecteur cyclique d’ordre dim(FE).
Preuve : soit une présentation d’indices des
I EsCarMin(V) sous-espaces caractéristiques V-
stables  minimaux  de E  telle  que

E = @islc arMm(v)Ei ou Vi, FE; V-stable mini-
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mum. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E V-
stable

F—FNE = Fﬂ@lj:Efcaern(V)Ez _ GBZIEFCWMW(WFQEZ

Si on pose Vi € {1, ..., ITesCarMin(V)},
G; = F'N E;, chaque G; est sous-espace vecto-
riel non nul et V-stable de E et F', donc chaque
G; est nul ou égal a E; et, comme F' n’est pas
{0}, F' = @ier siniGi. Nous choisissons une col-
lection finie y; # 0 dans chaque E; et pour ¢ € [
de facon a ce que chaque polynome irréductible
k(V,y;) soit différent. Avec ce choix le vecteur
y = > .c; Vi est cyclique d’ordre dim(F'). En effet
§ 0 = P(V)y) = Y P(V)) alors
P(V)(y;) =0, Vi€ Ietdonc P € (Ayicrk(V, i),
de degré dim(F'). Nous terminons la preuve en
prouvant que Ay ,;erk(V,y;) est le polynome an-
nulateur de y.

En effet Wi € I,3Q); € K|D],
Ngierc(V,yi) = QiP5 et (Q:P)(V,)(y:)) = 0,
Vr < #1 puisque C; est le i-eme bloc de
diag(Cy,...,C,). Nous en déduisons que
> i QiPi(V,)(y;) = 0 ou autrement écrit

Et i, pour P € K[D], P(V,)(y) = 0,Vr < #I
alors P(V,)(y;) = 0, Vi € {1, ..., r} puisque
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E. >y =>, y; . P(V) doit an-
el; V—stable

nuler chaque y; et doit etre multiple a gauche

de chaque B;, c’est a dire doit etre multiple com-

mun a gauche des P; : celui de plus petit degré

possible est leur p.p.c.m. a gauche et puisque c’est

un annulateur de y c’est le polynome différentiel

annulateur de y.

Le lemme de représentation idéale des sous-espaces V-stables d’Escars(V,y)

s’énonce : soient un triplet (K, D, E) ety € E
et F un sous-espace vectoriel V-stable
d’'Escars(V,y) alors il existe un unique idéal 1
de K[D] a gauche tel que F = I(V)(y) dont le
degré du générateur est inférieur a dim(FE) .
Preuve :

e Existence : soit z un vecteur cyclique de F
d’ordre dim(F) nous pOSONS
d = Dantes(V,z) V, k(V,y) et £ =d(V)(y)
alors, d’apres la  section  précédente,
k(V,y) = k(V,&)d. Cette égalité entraine que

Escars(V, &) = (Dantes(V, z) Vy k(V, 1)) (V) (y)

Nous posons Dantes(V, z) = f x d alors, si
k = dim(FE), f est un polynome différentiel de
degré au plus k — deg(d) — 1 tel que
f(V)(€) = z, sachant  que

dim(Escars(V,£)) = deg(k(V,£)) = k — deg(d)
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cest que z € Escars(V,§) f = k(V,€)(z)
d = Dantes(V,z)V,k(V,y)

= (f xd)Vy(f) :
On a alors — fx(dV, 1) soit
- f

z o= AV = dE(V)y) e
F = Escars(V,z) = K[D|(V)(z) = (d*),(V)(y)
donc si [ = (R), alors F' = I(V)(y) ot R est
le reste de la division euclidienne a gauche de

d? par k(V,y).

e Unicité : si [ et J sont deux idéaux a gauche
de représentants unitaires ¢ et j tels que
F=1(V)(y) = J(V)(y)alors I = J+(x(V,y)),
soit ¢ = j + Qr(V,y) et comme
deg(i), deg(j) < dim(E) = deg(k(V,y))

ceci entraine que ¢ = 7 soit [ = J.

L’application ® des sous-espaces vectoriels V-stables d’Escars(V,y)
vers leurs idéaux de représentation.

Soit y un vecteur d'un triplet (K, D, F) alors ®
est I'application ® : F'+— I avec

e F sous-espace vectoriel V-stable d’Escars(V, y).
e [ idéal de K[D] a gauche qui représente F'.

® est additive et croissante et injective au sens de
I'inclusion (des espaces vectoriels et des idéauz a
gauche).
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Le lemme du degré du p.p.c.m. de polynomes différentiels
irréductibles prépare le lemme d’Euclide a gauche.

Lemme :

e Soient Py, ..., Py € K|D] deux a deux non
associés et tous  irréductibles  alors
deg(Py Ay -+ Ng Po) <3750 P

eSi P €  K[D] divise a gauche
Py Ny --- Ny Py alors il est associé a 'un des
P;pour j € {1,..., s}.

Preuve : nous montrons d’abord par récurrence
I’assertion P(s)

V(Py,...,P) € K[D] irréductibles

deg(P1 Ny -+ Ny Ps) < Z deg(P;)
i=1
P(2) est vraie :

deg(Pr Ny Po) = deg(Py) + deg(P)
—deg(P, V, P)
= deg(P1) + deg(P,)

Si P(s) est vraie alors

deg(PlAg---/\gPS+1) deg((PlAg---/\gPs)/\gPs+1)
deg(Pr Ny -+ Ny Ps)

+deg(Ps+1)

—deg ((Py Ng -+ Ny Ps) Vg Pit1)
deg(Py Ny - -+ Ny Ps)

+deg(Ps+1>

> deg(P)

IA

IA
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Nous prouvons alors par récurrence Q(r) :

(VPy, ..., P, € K|[D]si Py,..., P.sont irréduc-
tibles alors deg(Py Ay -+ Ay P,) = >0 deg(P,))
et (si @ € K|[D| est irréductible et
QlgPL Ny -+ Ay Proalors 35 € {1, ..., r}
() est associé a P;).

e Q(1) et Q(2) sont vraies et nous supposons que
Q(r) est vraie.

e Nous prouvons d’abord que
deg(Py Ny -+ Ny Pri1) = Z;Zé deg(P;) par
I’absurde en supposant que

r+1

deg (Py Ay -+ Ng Pry1) < Z deg(P;)

j=1

on déduit que

Cl@g SPI/\g"'/\gPr)\/gPrJrl/ > 0

~

dr+1

d,.q1 est un diviseur a gauche de P,y irré-
ductible ne peut qu’étre associé a P,,; donc

-1 (Py), + (Prs1), = (Pr41), ce qui entraine
que (PLAg-AgPr), C (Pry1), puis que
ElQr—l—l S K[DL Pl /\g T /\g Pr - Qr—HPr—l—l-
P11 est un diviseur a gauche de PiAy- - <Ny Py
et en utilisant I'hypothese Q(r) il est associé a
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I'un des P; (1 < j < n) ce qui est contradic-
toire.

Supposant que l'assertion Q(r) est vraie nous
pouvons alors démontrer le deuxieme terme de
la conjonction Q(r + 1) c’est a dire I'assertion
E(r+1) ou lemme d’Fuclide a gauche : 1'asser-
tion si Q € KI[D] est irréductible et

QlgPiNg: - Ny Priy alors 3 e {1, ..., r+1}
@ est associec a P, Nous posons
P /\g T /\g PT+1 - ¢r+1@ alors

PiNg- - Ny Py est multiple commun a gauche
des P(1 <i<r+l)etde@; Py,..., Pi1, @
ne peuvent pas étre deux a deux non as-
sociés car, puisque Pp,..., P,;1 sont deux a
deux non associés le degré de Py A, - -+ Ay Py
devrait etre a minima

r+1

d@g(Q) + ZPZ > deg(Pl /\g T /\g P’r’+1>

i=1
ce qui contredirait le lemme du degré du p.p.c.m.
a gauche de polynomes irréductibles non-asso-
ciés. @ est donc associé a I'un des P; pour un
rtelquel <7 <r+1.

L’anneau (K[D],+, A,) est factoriel.

Théoreme : sila caractéristique de K n’est pas
2 alors :
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o VP € K[D], 3s € N,
APy, ..., P, € K[D]irréductibles et de degrés

1 tels que
P=P Ny--- Ny Ps.

e Soit P = PNy - Ay P une autre décomposition
alors 1 = s et do € S, P’ ~ Py,
Vi € {1,...,s} ou ~ est Iéquivallence sur
KD: P~Q<& dJae K, Q=aP.

Preuve :

e soit P =" a;D"de degré n et V la conne-

xion dont la matrice dans (e, ..., e,) la base
canonique de K" est la matrice compagnon
)
Qn
de dernier vecteur-colonne : alors
_an—l
Qn

ey est un vecteur cyclique d’ordre n du triplet
(K, D, K") et d’apres le lemme de décomposi-
tion des espaces caractéristiques V-stables,

1, ..., yp € K", K" = &®;_FEscars(V, y;)

avec Vi € {1, ..., s}, Escars(V,y;) stable
minimum donc, e; s’écrit de maniere unique

ep = Y. fi avec Vi € {1, ..., s},
fi € Escars(V,y;). Soit a présent @ € K[D]
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tel que Q(V)(e1) = 0 alors comme Q(V)(ey) se
décompose  sur * Escars(V,y;) en
QIV)(er) =25 QV)(fi) ona

€Escars(V,y;)

Vie{l, ..., s}, QV)(f;)=0
soit @ € (k(V, fi))g, Vi € {1, ..., s} : @

est un multiple du p.p.c.m. a gauche des s
polynomes différentiels irréductibles

k(V, fi), .., &k(V, fs) En particulier

— P = k(V, e1) est un multiple du p.p.c.m. a

gguche des s polynomes différentiels irréducti-

bles  k(V, fi),...,&k(V, fs). Mais

deg(P) =n=>_,dim(Escars(V,y))
=21 deg (K(V, ;)

donc iP = K(V,y1) Ay Ny K(V,ys) et

an
P Py

(P)y =, (P),

Soit I 1I’ensemble image de la suite
i — Palors si I C {1, ..., s} alors
P = Ay ier P ne peut qu’étre de degré inférieur
strictement a n et, a posterior:, les P, sont
deux a deux non associés.

Soient deux décompositions de P en p.p.c.m.
de polynomes irréductibles

P=Qi A, NgQy =P Ay A, P, alors
chaque @Q); divise P A\,- - <Ay Ps et, par le lemme
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d’Euclide, est associé a un P;, et, chaque P; di-
vise Q1 A\g- - - Ay Q- et, par le lemme d’Euclide,
est associ¢ a un ;. Comme les P; sont deux
a deux non associés et les (); sont deux a deux
non associés ceci prouve qu’a une permutation
pres P, ~ (); ce qui entraine que r = s sinon

deg (Q1 Ny - Ng Q) # deg (Py Ny -+ Ny Ps).

Pour conclure cette premiere partie.

Pour qui s’intéresse aux solutions des équations
différentielles et au calcul de leurs solutions, ces
perturbations singulicres d’équations différentielles
linéaires singulieres ne sont pas scientifiques ce qu'il
faut comprendre (cum prendre : prendre avec)
par : cette théorie algebrique doit etre complétée
d'une théorie analytique, celle des variétés (différen-
tiables).

(0]



Eléments de résolution
d’équations différentielles
linéaires scalaires par
quadrature.

Equations d’ordre 1.
Si K = C(X).

Nous utilisons la décomposition des fractions frac-
tions rationnelles. Admettons le

Théoreme : toute fraction rationnelle F' = P/Q
admet une unique décomposition en éléments sim-
ples, c¢’est-a-dire comme somme d’un polynome 7'
et de fractions a/(x — 2)¥ avec a et z complexes
et k entier supérieur ou égal a 1. Si ) admet la
factorisation Q = (x — )™ ... (z — x4)™ alors la
décomposition de F' est de la forme

F=P/Q=T+F ++F,

F=ap/(x—x)' + 4 ain,/(x —z)"

k

C’est-a-dire que les seuls a/(x — z)"¥ avec a non nul

qui risquent d’apparaitre sont pour z égal a un pole
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de F' et k inférieur ou égal a son ordre. (On dit
que z est un pole d’ordre n de la fraction F'si z est
une racine d’ordre n de son dénominateur (), dans
une écriture ' = P/@Q sous forme irréductible,
¢’est-a-dire simplifiée au maximum : avec P et ()
premiers entre eux.)

Ainsi a € C(z) peut-il se rééerire en

a=T+a1/(x—z1)+ - +ap1/(r—2x,) + G

avec 1" un polynome, G la somme des termes
air/(x—x;)F oltivariede 1apet kde2an;, et la
primitive de G la  somme des termes
k_—_llaz’,k/(l’ — ﬂ?i)k_l
2 a n; c’est a dire de termes dont l'ordre des poles

ou ¢ varie de 1 a p et k de

T1,...,Tpestaumoins lauplusn;—1,...,n,—1,
c’est une fraction rationnelle de poles z1, ..., z).

Comment et pourquoi résoud-on y’ = ay avec a € C(X)?

Qu’est-ce que le probléme de Cauchy ? C7eSt chercher é ré—

soudre
y'(z) = alz)y
y(0) = y oll Y est un < bon > ou-
reU

vert de C : c'est a dire que par le choix d'un
ouvert < convenable > il va apparaitre une so-
lution unique, et qui ne dépend que de yy qui
représente une position initiale, a cette équation
ol y représente une position et 4’ une vitesse, ¢’est
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faire de la mécanique (au sens de la physi-
que) déterministe.

Par quelle bonne géométrie résoud-on le probleme de Cauchy? X1,
...,z € C ¢tant déterminés comme les affixes des
points Mj, ..., M, du plan orthonormé¢, nous con-
sidérons un point courant M, d’affixe x qui n’est
ni x,..., ni x, Les segments [My, Myi1],...,
(M, M, 1] étant des fermés, nous choisissons U (x)
par U(x) = P\ UL_; [M;, M, 1] out P est le plan
orthonormé. Sur U(z) nous cherchons la solution
particuliere y(x) = yoelo B, ce qui entraine que

B = a et donne
p

y(x) = yoelo T x H(az — x;)"t X el &
i=1
En plus de cette forme algebrique il est néces-
saire de décrire des chemins d’intégration as-
sociés aux [. Ceux permettant le calcul des
générateurs de monodromie sont des contours
difféeomorphes a des cercles entourant les singu-
larités isolées x; (1 < i < p). Par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz il existe une solution uni-
que a [’équation différentielle définie localement
dans tout voisinage inclus dans ouvert U(x).
Par un théoréeme de monodromie du a Wal-
ter Rudin cette solution se recolle dans les in-
tersections de deuxr voisinages quelquonques et
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vérifie l’équation différentielle globalement sur
tout contour entourant une singularité.

Sur le groupe de monodromie des équations différentielles scalaires a
coefficients polynomiaux NOUS avons montré que, pour
tout systeme différentiel lin¢aire d’ordre n, il e-
xiste un unique n-uplet de droites vectorielles dans
lesquelles le choix de vecteurs directeurs définit, a
une permutation pres un unique changement liné-
aire bijectif d’inconnues qui transforme tout syste-
me différentiel linéaire en un systeme pour lequel
le groupe de monodromie est nécessairement com-
mutatif (on remarque que puisque C(z)[D] est sta-
ble minimum, les générateurs de monodromie dia-
gonalisent dans une base commune et unique que
nous appelons I’éther scalaire : essayez le change-
ment de base y = A,z pour la connexion as-
sociée a l'opérateur différentiel) et fini dont les
générateurs diagonalisables ont tous pour valeurs
propres les racines complexes de I'unité. Ceci dé-
finit un groupe une orbite et un point unique de I’
orbite unique que nous appelons I’éther scalaire
et le point aveugle : dans cette orbite unique et
au point aveugle le groupe de monodromie est
commutatif et fini (chaque générateur de mono-
dromie associé a un contour isolant une singularité
x; est un sous groupe du groupe de monodromie
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isomorphe a Z/p;Z avec p; € Z\{0} ou p; est
un multiple de m, le p.g.c.d des p;, appelons ces
groupes, les groupes de Carré-Wazner, cette orbite
I’éther de Carré-Wazner, et ce point, le point aveu-
gle de Carré-Wazner.

Villeurbannes 31 aotut 2003, Eybens-La Tronche
2 Mai 2021 5h locales.
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