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Groupes d’applications affines bijectives du plan
et de leurs parties linéaires.

La phrase commune <L’ensemble E est un
groupe> n’a pas de sens si on précise pas l'opération
de groupe, ainsi 'ensemble R des nombres réels
est un groupe pour 'opération d’addition mais pas
pour celle de multiplication car 0 n’a pas d’inverse.
La composition des applications d'un ensemble £
vers lui-meme étant associative, I’ensemble des bi-
jections d'un ensemble E' vers lui-méme est un
groupe pour 'opération de composition des appli-
cations si 'application identique Id est élément de
)

un ¢élément de F et si I'inverse d’un élément de F/

, si la composition de deux ¢éléments de E est
est dans £/. Dans ce qui suit £ sera le groupe des
applications bijectives du plan euclidien sur lui-
meme ou un de ses sous-groupes : ensemble des
applications affines bijectives, des isométries, des
déplacements. On considérera aussi les groupes des
parties linéaires des éléments de ces sous-groupes.

Groupes des applications affines bijectives du plan et de
leurs parties linéaires.

Le noyau de la partie linéaire d’une application affine.

Si f est une application affine, le noyau
Ker (L(f)) de son application affine est I'ensemble

des vecteurs ¥ qui vérifient £(f) (W) = ﬁ, K



appartient toujours a Ker (L(f)).

En effet si M est un point du plan :

L(H(T) = L(fHMM) = FM)F(M) = T

f affine est bijective si et seulement si
Ker (L(f)) est réduit a T s f est bijective,
alors si o = 6> on peut écrire W = m avec
M # N, comme f est bijective f(M) # f(N)

donc

> =

LOF)(T) = L(F)(MN) = FM)F(N) # 0
Ker (L(f)) est réduit a f

Si Ker (L(f)) est réduit a T alors f est une ap-
plication linéaire injective : dans le cas contraire
on pourrait trouver deux points distincts M et N
qui vérifient f(M) = f(N), I'image par L(f) du
vecteur non nul M N serait le vecteur nul f(M)f(N).
f est alors bijective car toute application

affine injective du plan sur lui-méme est
bijective.

En effet si f affine est injective 'image d’une droite
est une droite :

e Si trois points distincts M, N, P sont alignés
alors il existe un réel A tel que M P = AMN
on en déduit que

£(f) (MP) = £(f) (\MN) = ac(f) (MN)
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soit f(M)f(P) = Af(M)f(N): les trois points
distincts M, N, P sont alignés.

e Sur une droite (D) fixons deux points M et
N et choisissons un troisieme point arbitraire
sur (D) alors comme f(P), f(M), f(N) sont
alignés, I'image par f de (D) est incluse dans
la droite passant par f(M) et f(N).

e Pour un point @) de la droite passant par f(M)
et f(N), il existe une valeur A € R telle que

FIM)Q = Af(M)f(N) et comme I'image f(P)
du point P de (D) tel que ]\7? — AMN vérifie
f(M)f(P) = Af(M)f(N), on en déduit que
F(M)Q = f(M)f(P)soit f(P) = Q: I'image
par f d'une droite D est la droite passant par

f(M) et f(N) ou M et N sont deux points
distincts arbitraires de (D).

Si (O,A,B) ne sont pas alignés alors
(f(O), f(A), f(B)) ne sont pas alignés : s'ils
I'étaient alors f(O) serait I'image de O et d'un
point de la droite (AB) : f ne serait pas injective.
(f(O), f(A), f(B)) est alors un repere affine du
plan, c¢’est a dire que pour tout point N du plan
on peut toujours trouver =,y € R tels que

FOIN = 2.f(0)f(A) +y.f(O) /(B



v J(O) (A} +yJO)f(B) = a.£(f) (0A) +y.L(s) (OB)

= L(f) (:U.OA + yO?)
Posons ()—]\>4 = xﬁ + y()? alors
FOIN = £(f) (OM) = F(O)f (0]

—> \
et de F(OON = f(O)f(M) on déduit que
N = f(M). Le point N étant un point arbitraire
du plan : f est surjective.

Composition d’applications affines, de leurs parties linéaires.

Si f et g sont affines alors f o g est affine.
\

car f o g(M)f o (N} = L(f) o £(g) (MN) et

L(f) o L(g) est linéaire puisque :

L(f)o Lig) (U + ) =

L(f) o Llg)(AA) = Lf)(AL(g)(W))



Une application affine f est bijective si et seulement si L(f) est
bijective.

Si ];est bijective alors Ker (L(f)) est réduit
a 0 et L(f) est injective puisque si

L(f) () = L(f) (V) alors
L(f) (X =) € Ker (L(f))
Soitﬁ—ﬁzﬁpuisﬁzﬁ.

Soient ¥ un vecteur, fixons un point P du
plan, il existe un point N du plan tel que
U = ﬁ\f . comme f est bijective il existe O et
M tels que f(O) = P et f(M) = N, posons
U = @\7 alors

L(f) () = c(f) (0M)
- J(0)J(M)=PN =7
L(f) est surjective.

Si L(f) est bijective alors elle est_gnjective,
il suit que Ker (L(f)) est réduit a 0 puisque
si W et U sont deux vecteurs de Ker (L£(f))
alors

L(f)(Z—7) = LIf) (L) = L(f) (V)
0

0-0

[In’y a done qu'un seul vecteur dans Ker (L(f))
qui est réduit a 0 puisque L(f) <O) = 0,
f est donc bijective.



L’inverse d’une application affine bijective est affine.

Si f est une application affine bijective son in-
verse f~! est I'unique application g telle que
pour tout point M, fog(M) = gof(M)= M.
Soient M, N, P, Q) des points tels que
MN = PQ alors

\ \
4 I4

fof(M)fof(N)=fof (P)fof Q)
soit

() (S0 N)) = L0 (S P)FR)
et puisque L(f) est bijective, il suit que
fHM)THN) = fAP)FNQ). Puisque
Légaité

MN = ]@ entraine  l'égalité
FHM)FHN) = fFUP)fFHQ) cest quiil

existe une application, que I'on note L(f -,
telle que f_l(M)f_l(NS = L(f) (m)
quelque soient M et V.

L(f7!) est linéaire bijective et

L) =L

— Pour tout couple de points A, B,



= fof Y A)fofYB)
AD \
fho f(A)f Vo f(B)
(s (es) (4B))
I1 suit que

L(floL(f)=Td=L(f)oL(f)
L(f~1) est bijective d’inverse L(f)

— Comme L(f) est linéaire le vecteur

2 (2 (48) s 241 ()

£ (et (AB)) o) (et)* (€D))
soit AB+CD = £(f) (£(7)" (4B + CD))

Comme L(f) est bijective ¢’est donc que
Cif)! (ﬁ)w( £ (TD) — () @Té 4 @)

— Comme /l( f) est linéaire le vecteur

£(f) (Lo (ﬁ)) est AL(f) (L) <@))
som.@ ( L(f)! (@)) Comme

L(f) est bijective c’est donc que

AL(f) (E) — £(f)! (A.E)

pa)

==
VN
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Apparition des groupes des applications linéaires bijectives et de
leurs parties linéaires.

Si f et g sont affines et bijectives, leur com-
posée bijective f o g est affine de partie linéaire
la composée L(f)oL(g) qui est une application
linéaire nécessairement bijective puisque f o g
est bijective.

Le neutre pour la composition des applications
affines est D'application identique du plan

ZLd ; M +— M de partie linéaire
Id : U+ 7, Zd et Id sont affine et linéaire,
elles sont bijectives puisque

Ker(Ild) = {6)}

e L’inverse d'une application affine f bijective est
affine, sa partie linéaire est l'inverse de L(f).

Les applications affines bijectives du plan vers lui
meéme forment un groupe comme sous-groupe
du groupe des applications bijectives du plan vers
lui-meéme. L’ensemble de leurs parties linéaires est
un groupe, sous-groupe des applications bijectives
de I'ensemble des vecteurs du plan vers lui-meéme.

Le groupe des isométries affines et celui de leurs parties
linéaires.

e Si f et g sont des isométries affines alors L( f)
et L(g) sont des isométries linéaires et pour



tous points A, B,C, D
<fog( 1/ o g(B). f o (C)
< L(f (Zﬁ)

2
) () 20 (9) -

<Z§iﬁ3>

() -

eSi f est une isométrie affine alors

()W) = |&|, de sorte que si
— —

L) W)= 0 alors W = 0 : fet L(f) sont

alors bijectives puisque Ker (L(f)) = {6)},

f~1 est une isométrie puisque pour tout A, B, C, D,
< A fN(B )

< fofHA)fof (B

FHOF D) >=
fofHC)fo f YD) >=
< AB.CD >

\/\/ ~—

Les groupe des déplacements et de leurs parties linéaires,
les rotations.

Représentation matricielle d’une application affine et de sa partie
linéaire dans un repére affine.

Repéres affines, orthogonaux, orthonormés. ~ UIl repere affine
est la donnée d’un triplet de points (O, A, B) non-
alignés. La droite (OA) est appellée axe des ab-
scisses, la droite (O, B) axe des ordonnées.

Etant donné un point M du plan, on appelle M"
I'intersection de 'axe des ordonnées avec la paral-
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lele a 'axe des abscisses passant par M, on appelle
M’ T'intersection de I'axe des abscisses avec la par-
allele a I’axe des ordonnées passant par M, avec ces
définitions (O, M'", M, M") est un
parallélogramme et donc

— > > > >
OM = OM' + M'M = OM' + OM"

Si on remarque que

( 7
ot = 2535
< G4
oM’ — 22208
\ OB
et que 'on pose
([ OM
r=—
4 OA
_oM”
S

e o
alors OM = xz.0OA + y.O?, x et y sont appelés
I'abscisse et I'ordonnée de M (dans le repere affine

(O, A, B)) et on peut noter M (ng)
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M77 Y

Si les droites (OA) et (OB) sont orthogonales alors
le r@)x‘eﬁ((),fl, B) est dit orthogonal, si de plus
< OA,OA >=1ct < OB,OB >= 1 alors le
repere (OAB) est dit orthonormé. On a alors

<@,O_1>4>:x<z4,0—1>4>+y<0?,0—1>4>=x
< OM.OB >=12<OA,0B > +y < OB,0B >=y

La matrice de la partie linéaire d’une application affine associée a un
repere affine. D éfinition : fixons un repere affine
(O, A, B), f étant une application affine donnée
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nous posons

0" = f(0)
A" = f(A)
B'= f(B)

alors il existe un unique quadruplet (a1, aio, as1, @)
de nombres réels tels que

—
O'A = anﬁ + Clgl(ﬁ
—
O'B = a120_1>4 + CLQQO?

Si g est une application linéaire de méme partie
linéaire que f et que nous posons

0" = 1(0)
A" = f(A)
B' = f(B)

alors le quadruplet (ai1, @12, asi, as) de réels est
tel que

O"B" = a120_1>4 + CLQQO?

On appelle donc matrice de L(f) relativement au

repere (O, A, B) le tableau de nombres ( i ) .

{ O"A" = Clnﬁ + ClglO?

ai2 a2
Preuve : si f et g ont mémes parties linéaires

alors
VM fO)f(M) = £(f) (OM) = £(g) (OM)

— g(0)g(M)
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Ceci vaut pour M = A ou M = B et assure
I'égalité des matrices définies a partir de g ou a
partir de f. . .

Si on représente f(O), f(A) et F(O), f(B) par les

vecteurs d’origine O alors (Zi) et (Z;i) sont les

coordonnées des extrémités de ces vecteurs :

La matrice de la partie linéaire d’une isométrie dans un repeére or-
thonormé. 1 (O, A, B) est un repere orthonormé
alors A et B sont des points du cercle de centre O
et rayon 1, les rayons (OA) et (OB) sont orthog-
onaux, comme f isométrie conserve les distances
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et les produits scalaires, si

0’ = f(0)
A= f(A)
B = f(B)

alors A" et B’ sont des points du cercle de cen-
tre 0" et rayon 1, les rayons (O'A’) et (O'B')
sont orthogonaux. Si on représente f(O), f (A) et

F(O), f(B) par les vecteurs d’origine O et d’extrémités
A* et B* alors :

e A* et B* sont des points du cercle de centre O
et rayon 1.

e Les rayons (OA*) et (OB*) sont orthogo-
naux.

Si (Z) sont les coordonnés de A* alors :
(OA" =1=a’+0’

La droite orthogonale a (OA*) et passant par O

centre du cercle coupe le cercle en deux points
diamétralement opposés By et By. Comme B <_ab)
et By (_ba) sont deux point du cercle diamétralement

opposés, car de coordonnées opposées dont la somme
des cam@> e_st> a’> + b = 1, et
car_< _Oz>4, OB, >= —ab + ba = 0 et
< OA,0By >=ab— ba = 0.

La matrice d'une isométrie par rapport a un repere
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) a —b a b
orthonormé est ou avec
b a b —a

a?+ b =1.

(b ) —F

B A*

B*
a b
b —a
Une isométrie affine f du plan a pour partie linéaire
une rotation si et seulement si le seul vecteur @
%
tel que £(f) (W) = W est 0. On rapporte le

plan & un repere orthonormé (O, A, B), si on pose

U = .CUO_1>4 + yO? alors
L(f) (@) = w.£(f) (O4) +y.L(f) (OB)
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Soient a et b tels que a® 4+ b* = 1, si la matrice de

L(f) est (Z _ab> alors

L(F) () = (az — by)OA + (bx + ay)OB
et L(f) (W) = si et seulement si

ar —by = x
br +ay = vy

A ce stade nous distinguons trois cas qui s’excluent

e a =1 (et donc b = 0) : la matrice (Z _ab>

01
linéaire identique, dont nous considérons par

10 . . .
est ( ) qui est la matrice de I'application

extension que c’est une rotation linéaire, 'ap
-plication affine correspondante est une trans-
lation ou l'application identique : ces applica-
tions affines seront définies comme partie de
I’ensemble des déplacements.

e o = —1 (et donc b = 0): le systeme d’équations

devient
{—:U = X
-y =Y

et a pour unique solution (x,y) = (0,0) : I'ap-
plication linéaire est une rotation ainsi que 1’ap-
plication affine correspondante.
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e la] < 1 (et donc b # 0) : on procede par
équivalence en remplacant la deuxieme équation
par une combinaison de la deuxieme équation
multipliée par b # 0 et de la premiere multi-
pliée par a, on obtient :

ar —by ==
{ (b* +a®)r = ax+ by
01t
ar —by = «x

{ ar+by = x
En égalant les deux premiers termes égaux a x
il vient ax — by = ax + by soit 2by = 0 soit
y = 0 car b # 0, en reportant y = 0 le systeme
précédent devient

ar = T

ar = T
qui équivaut a x = 0 car a # 1. (z,y) = (0,0)
est I'unique solution du systeme de départ. L’ap-

plication affine et sa partie linéaire sont des ro-
tations.

Si la matrice de L(f) est ( a b ) alors

L) (W) = (az + by)OA + (bx — ay)OB
et L(f) (W) = W si et seulement si

ar +by = x
br —ay =y
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o1t
(a—1Dz+by = 0
br —(a+1)y = 0

Comme a 4+ 1 # 0

(a—1)xz+by =0 & (a+1)(a—1)z+(a+1)by =0

mais (a + 1)(a — 1) = a®* — 1 = —b* donc

(a—1)z+by =0 & —b*w+(a+1)by =0 < br—(a+1)y =0

Les deux équations du systeme d’équations sont
équivallentes, le systeme d’équation est donc
équivallent a une seule d’entre elles, par exem-
ple bx — (a+ 1)y = 0, qui est 'équation d'une
droite. La partie linéaire de I'isométrie admet
une droite comme ensemble de points invari-
ants, I'isométrie affine correspondante est une
symétrie orthogonale ou une symétrie glissée.

On peut alors donner une définition matricielle
d’'un déplacement et d'une rotation vectorielle.

Définition : un déplacement est une isométrie
affine dont la matrice de la partie linéaire par rap-

b a
et b sont deux nombres réels tels que a? + b* = 1.
Une rotation vectorielle est la partie linéaire d’un
déplacement.

\ \ / a _b \
port a un repere orthonormé est ( ) ou a

Exemple : comme 12 + 0> = 1 la matrice
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10 . .
Iy = 01 est une matrice de rotation. Comme

c¢’est la matrice de 'application identique dans tout
repere orthonormé, ’application identique est donc
une rotation vectorielle, comme 'application iden-
tique est la partie linéaire de toute translation :
toute translation est un déplacement, et a fortiori
une isométrie.

Le produit de deux matrices comme matrice d’une composée de deux
applications affines. Soit un repére afﬁne, f et g des ap-
plications affines dont les matrices qui représentent
leurs parties linéaires sont notées M et N avec

mip M2 nip N2
M = et N =

miz MM22 ni2 MN22
cation affine f o g a une partie linéaire représentée,

lappli-

par rapport au repere initial, par une matrice notée
P et nous définissons le produit (non commutatif)
M N comme étant la matrice P.

Trois propriétés du produit

e comme l'opération de composition des applica-
tions est associative le produit de matrices est
associatif.

e Bien qu'une matrice soit relative a un repere,
mi1 M2y

le produit des matrices M =
mi2 1M22
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et N = (n11 n21> ne dépend que des
ni2 M22

huits nombres m;; et n;; ou i,5 € {1,2}.
e L’application affine identique M +— M est le

neutre pour la composition des applications,
par rapport a tout repere cette application est

1
représentée par la matrice Io = ( 0 ?), I

est le neutre de la multiplication des matrices.

Preuve : Si M, N, P représentent, relativement
a un repere, les fonctions affines f, g, h, comme les
fonctions affines fo(goh) et ( fog)oh sont égales les
matrices M (PQ) et (M P)Q qui les représentent
sont égales.

Nous appelons (OAB) le repere affine par rap-
port auquel les parties linéaires des applications
affines f et g sont représentées par les matrices

M — (mn m21> ot N — <n11 7%21)7 coci
miz2 M22 ni2 M22

,C(f) ﬁ) = mllﬁ + mglﬁ

,C(f) ()?) = mlgﬁ + ?TLQQ@

= nnﬁ + ’I”Lgl()? "
et , par sub-
/l(g) O?) = 77,120_121 + 77,220? P

équivaut a
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stitution dans
£(9) (£(1) (04)) = mut(g) (0A4) +matly) (OB
L(g) | L(f) O?)) = m2L(g) OA + ma2L(g) OB

On obtient par un calcul reproductible par le lecteur
(il s’agit d’appliquer une loi de distributivité)
— —
E(g) (ﬁ(f) (OA)) = (77?,1177,11 + mlgngl). A
+(m21n11 —+ mggngl).?
E(g) (ﬁ(f) (O?)) = (77?,1177,12 -+ mlgngg).OA

+(m21n12 + 77?,2277,22) O?

(

S

|

\

Et on a

MN =
Mo1M11 + MooNo1 oMo + M99

MM + M12N91 TM11N12 + M127129 )

1
En remplacant M ou N par [, = ( (1) 0 ) on voit

que PIy, = I,bP = P pour toute matrice P.

Groupe des matrices de déplacements.

Si on a fixé un repere orthonormé (O, A, B) on a
appelé déplacements, et rotations vectorielles leurs
parties linéaires, les isométries dont la matrice dans

Z _ab ) avec a’+b* = 0 : 'ensemble

de ces matrices forment un groupe commutatif.

ce repere est (
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2, 12 _
En effet si { ac/z2 :bb,Q _ b alors
a —b a —=b'\ (ad —bY —ab —bad
b a v o ) \al+bd ad — b
_ Y,
Si { % B ZZ, N 52, alors les valeurs de o et 8

ne changent pas en permutant (a,b) et (a’,b') : le
produit est commutatif. De plus

o’ + % = a*d” 4 2ad'bb + b7 + *V? + b*d* — 2aad’bb’
_ aQ(aQ 4+ b/2) 4+ b2(a/2 + b/2>
= (a2 + b2)(a’2 + b/2) =1

Le produit de deux matrices de rotation est une
matrice de rotation. Sia = 1 et b = 0 alors

(Z _ab> = [, qui est le neutre du produit de

matrices.

Sia =aetb = —balorsa =a*+0 =1cet
B8 = ab — ba = 0. Une matrice de rotation ad-
met un inverse qui est une matrice de rotation.
Les matrices de rotation forment un groupe pour
le produit des matrice, les rotations vectorielles et
les déplacements sont des groupes pour la compo-
sition des applications.
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Remarques sur les symétries.

Si f et g sont deux applications affines
qui ne sont pas des déplacements alors
f og est un déplacement puisque la com-
position des deux symétries orthogonales
L(f)o L(g) est une rotation.
Dans un repere orthonormé, L( f) et £(g) ont pour
matrices(a b) et (al bl)oﬁ{ a’+b =1
b —a b —ad a?+b? =1

leur produit est

aa’ —bb' —(ab' +ba’) \ [ a —b a —b
ab' + ba’ aa’ — bY \b a v d
C’est une matrice de rotation comme produit de

deux matrices du groupe des rotations, f o g est
un déplacement, on a de plus I'identité :

a b a b\ [a=b a —=b
b —a ¥V —d' )] \b a b a

Angles orientés.

Orientation des repeéres.

Isométries transformant un vecteur donné en un autre.

Solent 7, o deux vecteurs, comme toute isométrie
conserve les produits scalaires il ne peut exister
d’isométrie vectorielle transformant o en o que
si w = v ol la norme u de W est définie par
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u=+/<u,U >

Siu = v alors on se dgne un point O et A, C' les
deux points tels que OA = U et O? — . Soit
W un vecteur orthogonal a U tel que u = w et B

1 1

tel que Og = S, de sorte que (—7, —E)) est un
u o w

systeme de vecteurs orthonormés. Dans le repere

1 1
orthonormé (O, (=, —)) le vecteur OC a pour
u o w

coordonnées (a,b) et puisque u?> = w? = a® +
1

b? alors O—BO? = dfraclva® + b2 (aW + bW).

Toute rotation de centre O et telle que R(W) = ¥

1 1
a pour matrice dans le repere (O, (=, —)) une
u o w
a

Vi a,2b+ b2
va? + b2

Il n’existe qu’une seule rotation R telle
que R(W) = U, celle dont la matrice dans

matrice dont la premicre colonne est

a b

1, 1 T Jan
le repere (O, (~, —)) est | V@ +07 Vor+ b’
U w

V2 + 1 Vi
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Isométries transformant un repére orthonormé en un autre, orienta-
tion.

OA=0B=1

< (ﬁl, O? >=(
OA'=0B' =1

s

<O0A" OB >=0
alors nous savons trouver les isométries fixant O

et qui transforment A en A", B en B’. En effet

si (a,b) avec a® + b = 1 sont les coordonnées de
A" dans le repere (O, A, B) alors B’ a pour coor-
données (b, —a) ou (—b, a).

Si O, A, B sont trois points avec {

et O, A’, B’ trois points tels que

e Si B’ a pour coordonnées (b, —a) alors le repere
orthonormé (O, A’ B') se déduit du repere

(O, A, B) par larotation de matrice ( Z ;b )
dans le repere (O, A, B).

e Si B’ a pour coordonnées (—b, a) alors le repere
orthonormé (O, A’, B") se déduit du repere

(O, A, B) par la symétrie de matrice ( Z b_a )
dans le repere (O, A, B).

Nous retenons que deux reperes orthonormés
se déduisent I’un de ’autre par une seule
isométrie qui est une symétrie orthogo-
nale ou une rotation.

On dit que le repere (O, A, B) a méme orientation
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que le repere (O, A", B') s'il
existe une rotation R telle que R(O) = O,
R(A) = A et R(B) = B’, on remarque qu’alors
RYO) = 0, R4 = A et
RYB') = B ot R™! est une rotation : cette
relation est symétrique. Du fait des propriétés de
groupe des rotations cette relation est transitive
car si on déduit (O, A", B’) de (O, A, B) par la
rotation R et (O, A", B") de (O, A", B) par la ro-
tation R’ alors on déduit (O, A”, B") de (O, A, B)
par la rotation R o R. La classe des reperes de
méme orientation que le repere (O, A, B) est un
ensemble de reperes qui se
déduisent les un des autres par une rotation. On
dit qu’'un repere n’a pas la meéme si I'isométrie qui
le déduit de (O, A, B) est une symétrie. Etant
donnés deux reperes (O, A’ B") et (O, A", B") qui
se déduisent de (O, A, B) par les symétries S’ et
S" alors (O, A", B") se déduit de (O, A, B') par
Disométrie 8" 0 ' laquelle est une rotation car
c’est 8" oS’ puisqu’une symétrie est son propre in-
verse. En fixant un repere de référence (O, A, B) il
n'y a que deux classes d’orientations possibles. On
appelle directs les reperes de méme orientation que
(O, A, B) et indirects les autres reperes, et on con-
vient que le repere
(O, A, B) de la figure suivante est direct.
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Le repere (O, A, B') qui suit et qui se déduit
de (O, A, B) par la symétrie orthogonale
d’axe (O, A) sera, par la convention précédente,
indirect.
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Actions du groupe des déplacements sur les demi-droites,
du groupe des rotations sur les vecteurs unitaires.

Action d’un groupe sur un ensemble.

Présentation d’un exemple 1OUS considérons un triangle
équilatéral (A, B,C) alors les médianes,
médiatrices et hauteurs du triangles sont confon-
dues et concourantes en un point 0 centre d'un
cercle passant par ses sommets. Si on appelle Ay,

Ap, Ac les médianes du triangle qui passent par
A, B, C. En effet on a
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Théoreme des médianes : Les médianes d'un
triangle sont concourantes.

Preuve : On appelle A, B',C" les milieux de
[B,C], |C, A], [A, B]. On considere 'application
f @ M~ MA+ MB+ MC: Cette applica-
tion est injective car f(M) — f(N) = 3.MN ne
s'annule que si M = N. Fixons un point O du
plan, alors f(M) = f(O) + S.J\W, f injective ne
peut s’annuler qu’en en seul point G qui vérifie

1
O — 3 f(O) : cela définit bien un point du plan

: : — 1
puisque O # O définit G’ tel que O'G’ = 3 f(O)
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et puique

— ) >
GG = OC—0G +00

%ﬂ@—f@%+06:0&+06
_>

G\

Puisque A’ est milieu de [B, C], BA’ +CA =
donc
0

-—G£+Gé+G&
-—GA+GB+GC+B
_2GA+GA

-
La relation 0 — 2.GA’ + G'A indique que G
appartient a la médiane (A, A'), et en utilisant

\

0 = AR+ CH

\\/
~V

A+CA

les relations _> , v on aboutit a
= AC' + BC'
%
= GB’+ @ . .
_> . (G appartient aussi a la
_2.GC + GO

medlane (B, B') et a la médiane (C, C"), les trois
meédianes sont concourantes en G. Si de plus le
triangle est équilatéral, ses médianes sont des mé-
diatrices et nécessairement aussi ses hauteurs.

Nous cherchons les isométries f qui conservent
dans leurs ensembles les sommets et les arétes
du triangle.

L’intersection GG des médianes étant le seul point
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tel que

GA+GB+GC =0

Il suit que

£(f) (GA+GB + GC) = (G [(A+1G)[(B+(G)f(C

mais en permutant convenablement les termes de
la somme, f(G)f(A) + fG)f(B) + f(G) f(C) est
QA+ fQ)B + F(G)C = O ot done f(G) =

G par unicité de G centre de gravité du trian-

gle.  Un déplacement qui conserve les sommets
et arctes du triangle est une rotation de centre
(G, une isométrie qui n’'est pas un déplacement
(un anti-déplacement) est une symétrie orthogo-
nale par rapport a une droite qui passe par G.

Si a est la longueur d'une aréte du triangle (A, B, C')
alors en chomssant le repere orthonormé

j}% AA’ AA’ ), A, B, C', G ont pour

coordonnes 0 (par le théoreme de pythagore),
2

a a

(?) (g), (L% ) 11 suit que dans le repere line-
break ( j}% AA’ AA’) A B. C. G ont

0 3 0
pour coordonnés <§a), (6a> (?a) (0).

Soient 71 et ro les rotations de centre G' et de matri-

1 _ V3 _1 V3
ces B f et B 2@ _21 alors
2 2 2
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AL B OE A
AR CRABR A’

leur ensemble les sommets (et donc les arétes) du

r1 et ro conservent dans

triangle A, B, C'. Réciproquement toute rotation
r de centre G qui conservent dans leur ensemble
les points A, B, C' et qui n’est pas 'identité Id est

e soit la rotation de centre G' qui transforme le
sommet A en B, c’est a dire ;.

e Soit la rotation de centre G qui transforme le
sommet A en C, c’est a dire ro.

Si s est une symétrie orthogonale qui admet un
axe de symétrie qui passe par G et qui conserve
dans leur ensemble les points non-alignés A, B et
C, alors elle ne fixe pas simultanément A, B, C'.
L’'image de I'un de ces points par cette symétrie
n'est pas lui-meme : s échange donc au moins
deux sommets d'une arete. Comme le milieu d'un
point et de son image par une symétrie est in-
variant par cette symétrie, toute symétrie orthog-
onale qui conserve le triangle (A, B, C') est d’axe
qui passe par GG et le milieu d'une aréte du trian-
gle, c’est une symétrie orthogonale par rapport a
une des médianes du triangle. Inversement toute
symétrie orthogonale dont 'axe est une médiane
de (A, B, (') conserve le sommet dont elle est is-
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sue et échange les deux autres.

Appelons su, sp, s¢ les symétries orthogonales
d’axes A4, Ap, A¢ alors 'ensemble des isométries
qui conservent dans leur ensemble les arctes et
sommets du  triangle  est 'ensemble
d’applications affines D = {I,ry, 79,54, SB,Sc},
lequel, muni de l'opération de composition est un
groupe de neutre I. En effet chaque symétrie est
son propre inverse et 71 et r9 sont mutuellement in-
verses puisque les produits de leurs matrices valent

1
( 0 ? ) Le tableau de composition des applica-

tions de D est le suivant

o\l |7y |79 |S4al|SB|SC

I |ry |ry |sa|SB]|Sc

rillry |re |1 | Ssc|salsp

scllsc|salsplry | |1

Sur ’ensemble FEj, a six élements, des triplets
de trois points distincts pris parmi {A, B, C'},
on définit une opération externe dont I’o-
pérande est le groupe D par

9.(P1, Py, Ps) = (9(P1), g(Ps), g(Ps3))

ou g € D, g est une isométrie qui conserve le
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triangle (A, B,C) et {P, P», s} = {A, B,C}.
On peut remarquer que :

e si g =1, c'est a dire que [ est le neutre pour
I'opération du groupe D (la composition) alors
g‘(P17P27P3) - (P17P27P3>'

® Si g1, go sont deux isométries de D alors
91-(92-(Pr, Py, P3)) = (g1 0 g2).(P1, Po, P3)

De manicre générale on appelle action d'un groupe
(G sur un ensemble E, une opération externe .
(g € G, x € F)— g.x telle que

e si e est le neutre de G alors e.x = x, Vo € E.

® Si g1, g € G, si on note l'opération de G sur
g1 et go par gigs alors

g1-(g2.2) = (g192).x, YV € G

Si G est le groupe D des isométries qui conservent
le triangle A, B, C alors 'action de D, précédement
définie, agit par permutation des sommets A, B, C.

Action du groupe des rotations sur les vecteurs unitaires.

Nous considérons F l'ensemble des vecteurs o
avec | 7| = 1 et le groupe G des rotations vecto-
rielles et (I'opération de groupe est la composition
des applications) 'opération externe suivante si R
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est une rotation et @ un vecteur unitaire alors
R.U =R(W)

On a défini une action du groupe G sur
E puisque

I =1W)="

Ri. (R W) = Ri.Ry(W) =Ry (Ro(W))
Rio Rg(?) =R,o0 R2.7

Action du groupe des déplacements sur les demi-droites issues d’un
point O.

Une décomposition des déplacements : fo-
tant donné un point O du plan : tout déplacement
du plan est de maniere unique la composée d’une
translation et d'une rotation de centre O.
Preuve : une rotation et une translation sont des
déplacements, leur composée est un déplacement.
Si f est un déplacement et t la translation de
vecteur O f(O) alors : ¢! est la translation de
vecteur f(O)O et le déplacement ¢! o f vérifie
t~1o f(O) = O puisque

\ \ \

4 —

o f(0)0 =" o f(O)1(f(0)) = F(O), f(O) = 0

et donc t~! o f est une rotation de centre O. Si

f=torg=1tory, outett sont des translations
et 7o et 1y, des rotations de centre O alors :
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e comme la partie linéaire d'une translation est
I'identité, celle de f est a la fois celle de 7o
et ;. Ces deux rotations sont égales a une
rotation r car de meme centre O.

e Comme f =tor=toronat=t= for!

Etant donnés un point O et une droite D on défini
deux sous-ensembles de D, DT et D~ par

e DV ={M € D/OM >0}
e D-={M e D/OM <0}

Ces deux sous-ensemble sont les deux demi-droites
issues de O et si on fixe un point A # O sur D et
si f est une isométrie alors

FOVM) x FOVF(A) = < f(O)f(M), F(O)f(A) >

— < OM,0A >=0M x 04
soit f(O)f(M) = —ﬂ x OM : si M est
FO)f(A) |

un point courant de D alors f affine transforme
D en une droite et pour tout point M de D, f
isométrie conserve ou inverse le signe de OM.
L’image d’une demi-droite issue de O par
une isométrie f est une demi-droite issue

de f(O).

Définition d’une représentation du groupe
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des déplacements : on fixe un repere or-
thonormé, et en particulier une origine O, tout
déplacement f s’écrit alors de maniere unique
f = tor avec t translation et r rotation de cen-
tre O, On représente alors f par le cou-
ple (t,7) ct on défini le produit (¢,r).(¢,7)
comme étant le représentant de
(tor)o(t'or’), on sait que puisque les déplacements
forment un groupe alors qu’on a bien alors une
loi de groupe mais cette loi n’est pas la loi
(t,r)(t',r") = (tot’,ror’) qui est la loi dite du
produit direct des translations par les ro-
tations de centre O c’est la loi de groupe
(t,r)(t', )= (to(rot' or ), ror)

qui réalise le groupe des déplacements comme pro-
duit dit semi-direct des translations par les rota-
tions de centre O.

L’action du groupe des déplacements sur
les demi-droites : on se donne un repere or-
thonormé d’origine O et on identifie le groupe des
déplacements au produit semi-direct du groupe des
translations (de vecteur d’origine O) par le groupe
des rotations de centre O, c'est a dire qu'un
déplacement f est représenté par le couple (t,7),

avec t la translation de vecteur Of(O) et r une
rotation de centre O, 'opération est le produit de
composition (¢,7)(t',7') = (to (rot’ or 1), ror’).
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Si on représente une demi-droite D par un couple
(P, W) avec |u| = 1 alors on défini sur 'ensemble
des demi-droite une action du groupe des déplacements
représentée par

(t,r).(P, ) = (t(P),r (W)

L’action du groupe des déplacements sur les demi-droites
et Paction du groupe des rotations sur les vecteurs unitaires
préserv 'orientation.

On peut représenter un repere orthonormé (A, B, C)
par la donnée du couple des demi-droites (D4 g, D4 ¢)
de sommet A passant par A et passant par B. Si
(A, B, C") est un repere orthonormé de méme ori-
entation que (A, B, C') alors il existe une rotation

r de centre A telle que

AB = () (AB

DN TG~ i (A

C'est a dire que L(r) agit sur AB ot AC par

(10 { @ = E(’f’)./ﬁ

A'C = ﬁ(?”).z@
Et comme (1) < (1) silarotation £(r) agit sur le
repere orthonormé (A, B, C') comme en (I1) alors

(A, B,C) et (A", B',C") ont méme orientation.
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Si ¢ est la translation de vecteur AA” alors
A" = tor(A)
(IIT) B = tor(B)
C" = tor(C)
tor, dont la partie linéaire est r, agit sur les demi-
droites Dy g et Dac puisque
(A = t(A)
B" = t(B)
P
< C_> = #C) les deux dernieres égalités
AB = r(AB
o
\ AC" = r 1@

montrant que les reperes (A, B,C) et (A', B', C")
ont meme orientation.

Les angles orientés comme classe d’équivalence de couples
de vecteurs.

Soit O un point du plan et A une demi-droite issue
de O, on dit qu’'un vecteur U est porté par A s'il
existe un pomt M (qui est nécessairement unique)
tel que OM .

Soit O un point du plan et A une demi-droite issue
de O alors il n’existe qu'un seul vecteur unitaire
porté par A : soit 7 un vecteur unitaire porté
par A et M tel que OM U alors OM = 1,
M est un point de la droite D passant par O et
dont une demi-droite et A c¢’est aussi un point du
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cercle de centre O et de rayon 1. L’intersection
d’'un cercle et d'une droite passant par son centre
est constituée de deux points dont le premier est
M, le second M’ et O est le milieu de [M, M'], il
suit que OM’ = —OM et M’ n’appartient pas &
A puisque OM’ est de signe opposé a celui de
OM, il n'y a sur A qu'un seul point M tel que
OM =1, il n’y a donc qu'un seul vecteur unitaire
porté par A.

Pour définir ’angle entre deux vecteurs
unitaires on va avoir recours a la rota-
tion vectorielle qui transforme le premier
vecteur unitaire en le second, pour égaler
ou comparer des angles entre un premier
couple de vecteur et un second nous com-
parerons ou égalerons les rotations vecto-
rielles qui transforment les premiers
vecteurs de chaque couple en les seconds.
Comme, géométriquement, un ensemble
de rotations vectorielles peut étre assimilé
a I’ensemble des parties linéaires
d’un ensemble de rotations affines qui
fixent un point O donné, on définira, en
fixant un point O du plan, ’angle de deux
demi-droites issues de O comme ’angle
des deux vecteurs unitaires qui leur sont
associés.
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Relations déquivalences sur un ensemble.

Se donner une relation sur un ensemble £, c¢’est se
donner une application R de ’ensemble des couples
(x,y) avec © € E et y € FE (cet ensemble est
E x E) vers 'ensemble {0, 1} et I'équivalence qui
sert de définition

TRy < R(z,y) =1

Un exemple : si ' = Z et que R(p,q) = 1 si
et seulement si p — ¢ est un multiple de 3 alors
pRq si et seulement si p — ¢ est un multiple de 3
définit une relation. Comme ni 3 — 2 ni 2 — 3 ne
divisent 3, on voit que pour une relation R sur un
ensemble F et deux ¢léments z,y € E, ni 2Ry ni
yRx n’ont nécessairement lieu.

Parmi les relations pouvant exister sur un ensem-
ble on s’intéresse a trois propriétés :

o (i) Réflexivité : Vx € F, 2R
e (ii) Transitivité : (xRy et yRz) = yRz.
e (iii) Symétrie : xRy = yRuz.

Si ‘R vérifie ces trois propriétés alors on dit que
c¢’est une relation d’équivalence.

Si E = 7 alors la relation pRq si et seulement
si p — q est un multiple de 3 définit une relation
d’équivalence puisque :
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eVrc/Zx—x=0=3donc zRx.

e SizRyetyRzalorsz—z = (r—y)+(y—=z) est
un multiple de 3 comme somme de multiples de

3.

e S5i xRy alors x — y est un multiple de 3, son
oppos¢ y — x est aussi un multiple de 3, donc

yRx.

Six € E alors on appelle la classe d’équivalence de
x, on la note T, I'ensemble, non vide car il contient
x, des y € E tels que yRe.

Par transitivité¢ si y € T alors T = ¥, de sorte
que deux classes d’équivalentes sont soit égales soit
disjointes et comme tout z de E appart ient a x,
I'union disjointe des classes de E est E : on dit
que I’ensemble des classes d’équivalence
forme une partition de E, ’ensemble des
classes d’équivalence est noté F/R.

Actions du groupes des rotations sur les couples de vecteurs unitaires,
du groupe des déplacements sur les couples de demi-droites.

Soit (W, ) avec |u| = |v| = 1 alors il existe
une seule rotation -on la note R(, ¥)- telle que
RU,7)(W)="7.

La relation ~ définie sur ’ensemble des couples de
vecteurs unitaires par

(@, 7))~ (@, 7)< R(W, 7)) = R(W, T)
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est une relation d’équivalence, on appelle 'angle
orienté entre @ et ¥ et on le note (W, ) la classe
d’équivalence de (W, 7). Llégalité (W, V) =

— . N , ) A
(w, t ) équivaut a dire que par I'action de la méme

Y = R

rotation R on a { — ceci équivaut a
{ { = RW E

. — )
écrire que le couple (W, t) est I'image du couple
(W, ) par action d’une rotation R

Preuve : il existe une seule rotation R’ telle que

v = RU
W=R(7)=R.W, isuitde! T = RW
W = R.W

Y —RRR'U=R7

On définit alors une action du groupe des rotations

que

sur les couples de vecteurs unitaires par
R.(¢, )Y (RW, R

Soit (A1,A3) un couple de demi-droites
alors il n’existe qu’un déplacement f tel
que f(Ay) =Ay:

Preuve : appelons O; et Oy les sommets de A4
et Ao, si f (A1) = Ay alors, d’apres ce qui précede,
f(O1) = Oy et f =toroutest la translation

2 '

de vecteur 010, et r une rotation de centre O7 de
partie linéaire L£(r). Si M; est I'unique point de
Aq tel que O1 My = 1 alors f(My) = My € Ay
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est I'unique point de As tel que OMy = 1 puisque
|L(r) (W) | = \M\ = 1. Ceci détermine
uniquement 7 et donc f.

Par la suite on note fp, p, le déplacement f tel
que f(D1) = Ds.

La relation ~ définie sur I’ensemble des
couples de demi-droites par

(Ala A2) ~ (Dlv D2> < L (fD1,D2> =L (fALAQ)

est une relation d’équivalence, on zgp\elle
angle orienté entre Dy et Dy, noté (D1, D>),
la classe d’équivalence de (Dy, D).

Si (W, ) est Pangle orienté entre W et ¥ vecteurs

unitaires de Dy et Dy et (W, t ) est 'angle orienté
entre U et ¥ vecteurs unitaires de D1 et D5 alors

—

(A1, Ay) ~ (Dy, Do) & (T, T) = (W, 1)

[égalité (D/I,EQ) = (A/l,\Ag) équivaut a dire que
par l'action de deux déplacements f et g de meme
Ny = f.1A
Dy = g.Dy
a écrire que Ao = f.Ay et Dy = ¢".Dy ou [ et
¢’ sont deux déplacements de méme partie linéaire.

parties linéaires, on a { cecl équivaut

Preuve : si (19/1,32) = (A/l,\Ag) alors
(A1, D) ~ (D, Ds) et done (7, 70) = (@, 1)

ol 7,7, 7, t sont les vecteurs unitaires di-

recteurs de Ay, Ao, Dy, Dy. 1l existe donc une
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o o=
rotation vectorielle ’ telle que{ 7 _ Ay

et Dy sont donc les images respectives de Ay et Dy
par deux déplacements de méme partie linéaire 7’

Ou les angles forment un groupe.

Comment additionner deux angles.

La somme des angles de deux vecteurs unitaires. O1 appelle
6 I’application qui a tout couple de vec-
teurs (W, V) associe la partie linéaire
L(R(W,7)) de la rotation R(W,7) telle
que R(W, V)W) =7, 0 est surjective et
0, 7)) = 0T ?) si et seulement si

(7. ) = (@, 7).

Si R est la partie lindaire d'une rotation, u est
un vecteur alors 0 (u, R(W)) = R. D’autregart
07, 7)) =0, 7)< R(W,7)=R(T, T) =

(@9 = (@, 7). -
L’application 6 qui & ’angle (7, ¥/) asso-
cie L(R(W, 7)) =0(U, V) est bien définie

—_—

puisque, si (¥,7) = (W, ?) alors
- . .

9(7,7) = 0(W, t ), cette application est

bijective.

En effet, si R est la partie linéaire d'une rotation,

W un vecteur, alors <7, R(ﬁ)) est un antécédent

de R. II  est unique puisque, si
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L(R(Z,T)) = L (R(w, ?)) alors
@, 7)= (8, 7).

On définit alors une addition sur les an-
gles par :

@A)+ (77) =0 (0(F7) 3 (7.7))

Comme I'ensemble des rotations est un groupe com-
mutatif pour la composition, I'ensemble des angles
est un groupe commutatif pour cette addition.
Cela se déduit de cette propriété de transport
de structure : si f est une bijection d'un en-
semble E vers un groupe G, alors E est groupe
pour l'opération z.y = ()" (6(z).0(y)). Son
neutre est (6)7'(e) o e est le neutre de G. E
est commutatif si et seulement si G est commu-
tatif.

Preuve : Les propriétés d’associativité ou de
commutativité de 'opération de E se déduisent
formellement de 'associativité ou de la commuta-
tivité de 'opération de G et en utilisant la définition
de 'opération sur F, si 1¢ € G est le neutre de
G et g7!' € @G désigne l'inverse de g € G, alors
(0)"'(1¢) est le neutre de E et ()~ (6(z) ") est
l'inverse de x € F.
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Inverse d’un angle, relation de Chasles. Quand I’ensemble
E est I'ensemble des angles, c’est a dire quand

. (ﬁ) — R(T,7)
(R(W, V)" = R(V,W) L
De{ R(T.T)oR(V.T) = R(w,w) raedut

——

(ﬁ) + (ﬁ) -0 <—> %> VT
(ﬁ + (7,?) = (7,?) (Relation de Chasles)

Quatre angles remarquables.  SO1t 70 un vecteur uni-
taire et ~ la relation qui définit les angles
comme classe de couples de vecteurs uni-
taires, alors on appelle angle nul, noté
O la classe du couple (7, 7), angle plat,
noté p, la classe du couple (7, —7) Pour
tout vecteur unitaire 7, 0 est la classe de

(U, 7) et p est la classe de (U, —7).

En effet les applications Id Vo U oet
—Id : U — —7 sont d$ rotations %t pour
tout vecteur unitaire o { I(d ()7

)

Si on remarque que (— ) (?)

alors la relation de Chasles

(7.-7) - ( )= (77)




devient |p+p =0

Supposons fixée une orientation du plan,
si ¥ est un Vectgur unitaire alors nous

—

définissons v et v~ de la maniere suivan-
te : on se donne O un point et A le point du plan
tel que (74 = o alors la droite perpendiculaire a
(OA) coupe le cercle de centre O et de rayon 1 en
deux points BT et B~ diamétralement opposés,
ou BT est celui des deux points tel que
le repére (O, A, B") est dlrect_> Les vecteurs
unitaires opposés vj = O? et v OB

sont orthogonaux a 0. Réciproquement si 7
est un vecteur unitaire, alors le point M tel que
OM U est un point du cercle de centre O de
rayon 1 et les droites (OM) et (OA) sont orthog-
onales donc M%est égal & BT ou B~ et U est
égal & v* ou v~. Comme le repere (O, B, B")
est toujours direct si U et U sont deux vecteurs
unitaires alors il existe une rotation r telle que

727“(7

{ Uj B 74( ) en prenant 'opposé de la deuxieme

v = ()
égalité on aussi ¢ — <—_>) . Il suit que
vo = 1(u
les angles (ﬁ et ( ,u~ | ne dépendent

pas de 7, on appelle d" et d~ ces angles.
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La relation (ﬁ) + (ﬂ) _ <ﬂ) de-

vient dt + ( U

< et ( : ) sont d’orientation inverse

— 0 et comme les couples

\/

>

on a (u ,7) = d~ et donc

dt+d =0
B G R G B
| ( )+(u,_7) _ (F.%)
N
tion de la rotation —Id sur les couplej (17 —7)
() - (7)o
et (17—7) on a4 ( o
) (7

dt+d"=p
d~+d =p

/ —_—
dt + 17, —
deviennent <
T +( -
\

)

et finalement
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Somme des angles d’un triangle. SOient A, B, C trois pOi‘ﬂtS
deux a deux distincts alors

(ﬁ) + (ﬁ) + (ETFT_%) =p

Ceci s'interprete sur la figure suivante

B

a+pB+7=p

Preuve : Comme 'angle de deux vecteur est une
classe d’équivalence de ’action du groupe
des rotations sur I’ensemble des couples
de vecteurs on en déduit que pour toute rotation

o

R, (Rﬂ?) = <7,7) et en particulier si
R = —1Id alors (—ﬁ?) = (ﬂ)

—

Posons§ = (4B, 3C') (B¢, 54 )+ (CA.B
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Fonctions trigonométriques sur le groupe des angles.

Représentations matricielles d’une application linéaire.

Matrice de passage d’un changement de repére comme représentation
d’une application linéaire bijective. S0ient (O, A, B) et
(0", A, B') deux reperes affines alors il n’e-
xiste qu’une application affine telle que
0" = f(O)
A" = f(A) . Cette application affine
B' = f(B)
est de plus bijective.
Preuve : comme (O, A, B) est un repere affine
il existe quatre nombres réels (a11, a2, a1, agg) de
nombres réels tels que

—
O'A = Cbllﬁ + Clgl(ﬁ
O'B' = a120_1>4 -+ CLQQO?

Soit f l'application telle que f(O) = O’ et dont
la partie linéaire dont la matrice, par rapport au

o1



repere (O, A, B), est ( @i a21 ), alors par définition

aiz2 a2
0" = f(O)
des matrices 'application affine f est telleque ¢ A" = f(A) .
B" = f(B)

Soit a présent g une application linéaire telle que
0" = ¢(0)
A" = g(A) alors, par rapport au repere (O, A, B),
B' = g(B)
g a méme matrice que f c’est a dire méme partie
linéaire, mais comme f(O) = ¢(O)(= O) cest
que f = g : en effet pour toute application affine f
on alarelation VM, Of(M) = Of(O\+L(f) <OT4)
Si f n’est pas bijective alors on peut trouver
:L'(T‘l#—y()? — U # T avec L(f) (W) = 0.
VA
Siz =0alors £(f) (W) =y.0'B = 0 et comme
y # 0 il suit que O' = B’ ce qui contredit que
(0", A, B') est un repere affine. Si y = 0 alors
O' = A’ ce qui contredit que (O', A’ B") est un
repere affine. Si z et y sont non nuls alors

— —
LA (W) =0 <204 +yO'B =71

. . N H :I;H
Ceci équivaut & O'B’ = ——0O'A" . O, A et B’

sont alignés et (O', A’, B') ne peut pas étre un
repere affine, ce qui est contradictoire.

Soient R = (O,A,B) et R' = (O A, B
deux reperes affines, on appelle matrice
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de passage de R vers R/, on la note Pg
la matrice, relativement a R, de ’unique

0" = f(0)
application affine f telleque ¢ A" = f(A)
B' = f(B)

Matrices d’une application linéaire. 1Définition : dans
un repere R = (O, A, B), M on dit que M
est de coordonnées [ ) si (z,y) sont les
uniques nombres réels tels que
@\7 = x.0_1>4+y.0?, on dira aussi que (z)
sont les coefficients ie; o comme combi-
naison linéaire de OA et O? pour tout
vecteur U égal a OTI .

Soit f une application linéaire, R = (O, A, B)
et R' = (O, A, B") deux reperes affines,
on appelle matrice de f de R vers R/,
on la note M(f,R,R'), la matrice dont
la premiére (deuxiéme) colonne est celle

des coefficients de L(f) (O_zzl) (L(f) (@))
—

comme combinaison linéaire de O'A’ et

s

O'B'.

Si f est une application affine R est le repere

(O, A, B) alors f (R) est lerepere (f(O), f(A), f(B))

et des définitions qui précedent il suit que

M(f,R.R)=P(R,[(R))
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Si R et R’ sont deux reperes, Id est I'application
affine : M — M alors

M (Id,R',R) =P (R,R))

Formules de changement de repére. Si R est un repére
affine, on défini une opération . dont ’opérande
de gauche est une matrice et celle de droite

<un vecteur coordonnées (Z )>>par M(f,R,R). <Z )
sont les coordonnées de f(NV) ou N est un
point de coordonnées <§ ) dans R.

SiM(f,R,R) = ( i an ), un calcul montre

a21 Q922

( 11 a2 ) (37) _ (04135 + a12y>

az az ) \y 217 + 22y

Nous définissons alors le produit algébrique
ailr a2 x a11r+a12y

(a21 199 ) ' (y) par (a21x+a22y

Nous définissions alors le produit algébrique
. air a2 b1 b1o
des matrices : comme

que :

as1 a2 521 522
la matrice dont les <vecteurs colonnesre-

. ail ai2 aip a2
spectifs sont : Zg” et : 212
a91 29 21 as1 92 22

Si R et R’ sont deux reperes et f une application
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affine alors on a la formule

P(R,R).M(f,R,R)=M(f,R,R).P(R,R)

y
M dans R et dans R/ alors

P(R,R (x/) = M(Id,R’,R).(z:) est par

y/

définition de M (Id,R',R). <“;) le vecteur coor-

. / 7/
Preuve si (x) et (z,) sont les coordonnées de

donées de M dans le repere R’ soit (i:

Posons R = (O, A, B) et R = (O', A', B') alors

P(R,R").M(f,R',R") est la matrice dont les
— —

colonnes sont les coordonnées de f (O’ A ) et f (O’ B’ )

dans le repere R. Les colonnesde M (f,R,R).P (R, R’)

sont celles des deux produits M (f, R, R). (zf),

7

<xl) étant les coordonn ‘ees de O'A’ et O'B, ces

7

~

: , —
produits sont donc les coordonnées de f (O’ A’ )
s
%f(OB’
sont égales.
Si R et R’ deux repéres affines, la matrice
P (R,R') est inversible d’inverse P (R’, R’).

Les regles de calcul du produit de matrices mon-

1
trent que I = ( 0 (1)

duit. Considérons le produit
P(R,R).P(R',R) : les colonne de P(R',R)

) dans le repere R et les deux matrices

) est un neutre pour le pro-
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représentent les coordonnées de O’ A’ et O’ B’ dans
le repere R, le produit P (R, R’) .P (R',R) a pour
colonnes les produits de P (R, R') par les coor-
données de O’ A et O Bi/’ dans le repere R ; ce sont
les coordonnées de O’ A’ et O' B’ dans le repere R,
Ce qui revient a écrire que ce produit de matrice
est I5. En permutant R et R’ et par le méme
raisonnement, le produit P (R, R).P (R, R’) est
I5, et la propriété est démontrée.

Par cette propriété la formule

P(R,R).M(f R ,R)=M(f,R,R).P(R,R)

devient

M(f,R.\R)=P([R,R)"".M(f,R,R).P(R,R)

La représentation matricielle des angles ne dépend pas des repéres de
meéme orientation.

Se donner un angle de deux vecteurs (de deux
demi-droites), c¢’est se donner une unique rotation
linéaire qui associe au premier vecteur le deuxieme
(comme partie linéaire de I'unique déplacement qui
associe a la premiere demi-droite la seconde). Tou-
te matrice de cette rotation dépend du
choix du repere dans laquelle elle s’ex-
prime mais ne dépend de tout repere de
tout ensemble de reperes orthonormés de
méme orientation.
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Preuve : soit £ un ensemble de reperes orthonormés,
R et R’ deux reperes orthonormés par rapport
auxquels une rotation r a pour matrices M (r, R, R)
et M (r,R",R’). Soit P (R, R’) la matrice de pas-
sage de R vers R’ est aussi la matrice par rap-
port a R de I'unique application affine f telle que
f(R) = R Or f est un déplacement car les
reperes R et R’ sont orthonormés de méme orien-
tation. Dans la relation

M(r,R \R)=P(R,R) " .M(r,R,R).P(R,R)
toutes les matrices appartiennent au groupe com-

mutatif des matrices sous la forme (Z ;b>

avec a® + b*> = 1. On a donc M (r,R',R) =
PR,R)'"P(R,R).M(r,R,R) =M (r,R,R).
On en déduit que : la matrice d’une rota-
tion linéaire par rapport a un repere or-
thonormé ne dépend que de sa classe d’o-
rientation.

On peut donner alors ces définitions du cosi-
nus et du sinus formels d’un angle : ¢tant
donné un angle &, 'unique rotation r telle que

r () = U pour tout ¥ et U unitaires tels que

<7,7) = @ admet méme matrice dans toute
classe de reperes de meme orientation. Cette ma-

a —b

trice s’écrit
b a

) avec a’> + b = 1, pour
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chacune des deux classe d’orientation on appelle
cosinus abstrait de @ le nombre réel a et sinus ab-
strait de & le nombre réel b et on peut poser, apres
le choix d’une orientation a = Cos (@) et

b= Sin(a).
Les relations entre a et b et la regle de calcul du
produit de dEU.X matrices donnent alors pour tout
angles & et 8 les propriétés

Cos (Q)° + Sin (4)* =1
Cos (6? + ﬁ) = Cos (a)Cos <B) —Sin (@) Sin <§)
Sin (6? + B\) = Cos (a) Sin (ﬁ) +Sin (a) Cos (3)
12 Février 2011
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