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1. Notations

e Dans cet article, C[[z]] est 'anneau des séries formelles «en z» a coefficients
dans le corps des nombres complexes C.

e C((x)) = C[[z]][x~1] est le corps des fractions de C[[z]].
Si p est un entier C((x'/P)) est le quotient C((2'/?)) = C((z))[YV]/(YP — ) on
(YP — z) est I'idéal engendré par Y?P — x.

e P est le corps des séries de Puiseux a coefficients sur C.
On a Pe = (U2, C((z1/1)))/R ot R est la relation définie par s;Msz si et
seulement si w(s1) = 7(s2) ou 7 est Papplication telle que w(s) = ssis=sg €
C, et si s€ C((z/?)) et s = D ik sk (x/")* alors on appelle j le plus grand
diviseur de i tel que {k € Z/s‘kjé 0} C jZ on alors s = Z;O:(z‘/j)ko sp; (x1/1)PI
et m(s) est Pélément de C((27/7)) égal a Z;o:(i/j)ko Spj (/)P

e Tout élément de Pe peut étre berit s = a# > 7o sip(z1/H)F ol s9 # 0, on
appelle alors p la valuation de s et on la note v(s) = p, on note v(0) = +oo.

e Si Y est un vecteur colonne (i.e. Y =t (Y1,...,Y},)) avec Y; € B¢ on note
v(Y) = miny <i<n (v(Y7)).

e Si M est une matrice carrée d’ordre n a coefficients Y;; dans P, on note
v(M) = mini<i<n,1<j<n(0(Yi)))-
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e Si K est un corps M, (K) est 'anneau des matrices carrées d’ ordre n a
coefficients sur K, Gl,,(K) est le groupe multiplicatif des matrices inversibles
de M, (K).

e Si My,..., M, sont des matrices de M,,(K),..., M, (K) avec Y ;_;n, =n
alors diag(My, ..., M) désigne la matrice de M,,(K) diagonale par bloc de
i®me bloc diagonale M;.

e [, est la matrice identité d’ordre n.

e Suivant le contexte O(aP) désigne une série formelle, vecteur ou matrice de
valuation supérieure ou égale a p.

2. Introduction

Pour une équation différentielle linéaire scalaire, & coefficients sur C((x)), il
existe une méthode de réduction, ou de calcul de la partie exponentielle des
solutions formelles basée sur un algorithme de cassure des pentes du polygone
de Newton (voir plus loin), qui a été utilisée par le logiciel DESIR, et initiée
dans un article de B. Malgrange [1]. En ce qui concerne les systémes différentiels
lindaires a coefficients sur C((x)), on peut en théorie se ramener & une équation
différentielle en utilisant le lemme du vecteur cyclique [2]. Cependant dans [3],
Hilali montre que quand les coefficients de I’équation différentielle linéaire associée
a un systeme différentiel sont polynoémiaux, ils sont de haut degré méme si le
systeme différentiel de départ est polynomial de bas degré, et il apparait que
des méthodes «directes» (sans passage a une équation différentielle) doivent étre
mises en ceuvre pour éliminer cette complexité. Pour peu que 'on sache par un
algorithme «simple» obtenir le polygone de Newton d’un systeme différentiel, on
peut facilement mettre en ceuvre la méthode de cassure des pentes du polygone
de Newton pour calculer la partie exponentielle des solutions formelles, en effet le
changement d’inconnue y = e~ "z ot t* = x se traduit par changer la matrice
M (x) du systéme différentiel en ptP~1 M (t?) — aqt 9 11,,. Dans [4] Hilali propose
pour calculer le polygone de Newton d’un systéme différentiel un algorithme basé
sur le calcul d’une forme super-irréductible, développée par 'auteur et Hilali dans
[5], il calcule une forme super-irréductible S(z) équivalente différentiellement (voir
plus loin) & la matrice du systeme M (z), puis il montre qu’aprés une ramifica-
tion arbitraire et assez grande t = x, une forme super-irréductible équivalente
différentiellement & ptPS(tP), soit R(t), est telle que le polygone de Newton du
polynome caractéristique de R est égal au polygone de Newton du systeme de
matrice M (x). Cette méthode présente un défaut important : elle calcule tout le
polygone de Newton ce qui n’est pas nécessaire pour obtenir les parties exponen-
tielles des solutions — & chaque étape de I'algorithme de cassure de ses pentes seule
la connaissance des plus grandes est nécessaire — de plus la ramification arbitraire
bien que limitée multiplie le degré des coefficients de R par p. Barkatou dans [6]
utilise implicitement une décomposition de la matrice du systeme différentiel sui-
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vant les pentes du polygone de Newton de la maniere suivante : Il calcule I'invariant
de Moser [7] d’un systeme différentiel (ce qui revient & commencer le calcul d’une
forme super-irréductible), il obtient un systéme de matrice zq—lﬂ(No +azNi+...)
et considere les deux cas qui suivent :

— Ny a au moins deux valeurs propres distinctes : il y a réduction de I'ordre du
systéme de la maniére suivante : si Ny = diag(Py, P;) ou Py et P, n’ont pas
de valeurs propres communes alors apres un changement d’inconnue y=Tz le
systeme ;l—'z = Ny devient % = #diag(@l,Qg)z avec @1 = Py + O(x) et
Q2 = P,+0(z). T est a priori la peu algorithmique série I,, + 271 +. .. et peut
étre remplacée pratiquement par le polynéme matriciel I, + 217 + - - - + x°T5,
avec § = qn.

— Ng = A, + P ou P est nilpotente : apres le changement d’inconnue y =

e~ 7" "2 le systeme % = Ny devient % = _L (P + O(x)), il calcule I'inva-
riant de Moser du systeme en z, il obtient un systeme de matrice Iq,—lﬂ(N(’) +

aN{+...) ol ¢ < q.Siq <0 alors le systéme admet n solutions formelles
indépendantes exprimées matriciellement sous la forme z%¢(x) ot R € M,,(C)
et ¢ € Gl,(C[[z]]). Si ¢’ > 0 alors si N} n’est pas nilpotente il montre que
¢’ < q:ilaréduit ¢, le rang de Poincarré du systeme, si V) est nilpotente alors
apres une ramification adéquate x = tP et calcul de I'invariant de Moser du
systéme de variable ¢ il obtient un systéme de matrice ﬁ(Né’ +tN/+...)
ot N}/ a au moins deux valeurs propres distinctes (rang de Katz [8], [9]) il est
ramené au premier cas.

En combinant ces deux cas, il se ramene apres une succession de changements
d’inconnues y = efgxiqz, y= (I, +xT1+...)z et de réductions au rang de Moser
a un systeme de matrice diag(My, Mo, ..., M) ot M; est d’ordre 1 ou de valuation
supérieure ou égale & 1 : dans le premier cas on a une équation différentielle sca-
laire d’ordre 1 qui se résoud facilement par quadrature, dans le deuxiéme cas on a
un systeme dont on a vu qu’il admettait des solutions formelles indépendantes ex-
primées matriciellement sous la forme z%¢(z) ou R € M,,(C) et ¢ € Gl,,,(C[[z]]).
Le principal défaut de cet algorithme consiste dans les opérations de réductions de
Pordre du systéme (premier cas) qui augmentent la complexité des coefficients de
la matrice du systéme, cela d’autant plus que I'on opere des ramifications. Nous
présentons dans cet article un algorithme, pour obtenir la partie exponentielle des
solutions formelles, qui a la fois évite les ramifications arbitraires et les opérations
de bloc-diagonalisation. Cet algorithme est basé sur un théoréme qui montre que
le polyndne caractéristique d’'une forme super irréductible a pour polygone de
Newton : le polygone de Newton du systeme différentiel, pour le démontrer nous
introduirons différentes notions : les formes polygonales compatibles (plus fortes
que les formes super-irréductibles mais qui existent en général sur M, (C((¢))) ou
t? = x ), deux polygones invariants qui encadrent le polygone de Newton d’un
systeme différentiel le sur et le sous p-polygone de Newton, puis nous montrerons
comment ['utilisation de formes partiellement super-irréductibles permet d’obtenir
la partie exponentielle des solutions formelles. Avant de démontrer ce théoreme et
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d’introduire ces notions, nous allons rappeler quelques résultats et définitions.

3. Polygone de Newton, solutions formelles d’un opérateur diffé-
rentiel linéaire, algorithme de cassure des pentes du polygone
de Newton, systéemes différentiels et vecteurs cycliques, formes
super-irréductibles

3.1. L’algébre non commutative Pc[0]

Définition 3.1. Sur P on définit l’opérateur (C linéaire 0 qui & un élément s =
k

ZZ;’;U(S) spr? associe J(s) = Zk —pu(s) pskxp = ds (dérivée de s), 0 a la

propriété 9(s1s2) = 510(s2) + $20(51).

Définition 3.2. Opérateur ad : si a appartient a B¢ c’est Vopérateur qui & s de
Pc associe ad(s).

Définition 3.3. Opérateur Oa : si a appartient a Pc c’est Vopérateur qui a s de
Pc associe d(as).

Propriété 3.1. da = ad + d ou # désigne l'opérateur qui a s associe sg“.

Définition 3.4. Opérateur 9" (n entier) : c’est l'identité de P si n = 0, et si
n >0 cest dodn!

Définition 3.5. Pc[0)] est ensemble des opérateurs > ,_, axd" ou les ay, appar-
tiennent a Pc, cet ensemble posséde une structure d’algebre non commutative. Si
an n’est pas nul alors on dit que ZZ:O apOF est d’ordre n. On appelle les ay, les
coefficients de Y, _, a0".

3.2. Polygone de Newton d’un élément de P[]

Dans la suite on notera PDN pour polygone de Newton.

Définition 3.6. Le PDN de >}, ar0® est lenveloppe convexe de
Ur_o Q(k,v(akr) — k) ot Q(k,v(ax) — k) est 'ensemble {(z,y) € (R)*/z < k et
y > v(ag)} si ap n’est pas nul, 'ensemble vide sinon.

Propriété 3.2. Sia,, est différent de 0 l’intersection du PDN de ZZ:O apOF avec
le demi-plan {(z,y) € R?/x > 0} est égal a

{(z,9) eR?*/n>2>0 ety > ¢(x)}

ou ¢ est affine par morceaux, convexe, croissante et continue. Les valeurs des
pentes du graphe de ¢ sont appelées pentes du PDN, leur ensemble est fini. Si p
est une pente du PDN ’ensemble (¢') " (p) est un intervalle dont les extrémités
sont des entiers inclus dans [0,n], la longueur de cet intervalle est appelé longueur
de la pente p.
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3.3. Algorithme de cassure des pentes du PDN d’un élément de B[]

Siun élément L = >, _ axd® de Pc[0)] est a coeflicients sur des séries de rayons
de convergences non nuls, ’équation L(y) = 0 est une équation différentielle dans
le champ complexe, I’équation différentielle qui s’en déduit par le changement

1

d’inconnue y = ez ot A € C[z~ 7] n’a pas de terme constant et ¢ est entier, est
s . dA\E

Péquation Yo ar(0+ %)7(2) = 0.

Définition 3.7. Pour un opémtem;C L = Y7 _,ad* de Pc[d] nous dirons que
Péquation P(z) = Y"1 ar(0+ %) (2) = 0 se déduit par le changement d’incon-
nue y = ez dans ’équation L(y) = 0. On dira que e” est un exposant formel de L
si ’équation différentielle qui se déduit de Iéquation L(y) = 0 par le changement
d’inconnue y = e’z a pour opérateur associé un élément P de Pc[0] dont le PDN

1

possede une pente nulle et si A € C[z™ <] n’a pas de terme constant et g est entier.

Il existe un nombre fini d’exposants formels pour un opérateur différentiel, leur
nombre est au plus égal a I’ordre de 'opérateur.

3.4. Algorithme de cassure des pentes du PDN d’un élément de P[]

Définition 3.8. Si p; est une pente du PDN d’un opérateur différentiel d’ordre n,
L=Y"}_,a,0" nous posons L(\, px)=> p_, ak (5‘+ W) b S o be(A, z)0",
alors si bo(A,x) = ;_:OZ bo,; ()\)x% ol p est entier et by ,(\) # 0, le polynome
caractéristique associé a py est bo ,(N).

Propriété 3.3. Si p; et n; sont les suites des pentes par ordre décroissant et des
longueurs de pentes correspondantes du PDN de L, pi une pente quelquonque,
alors le polynome caractéristique associé a py a exactement ny racines non nulles
et son degré estn —mny —---—ngp_18t k> 1 etn si k =1, si a est une racine
d’ordre oy, inférieur ou égal a ny du polynome caractéristique associ€ a py alors :
les pentes du PDN de L(«, py) strictement supérieures & py sont celles du PDN de
L avec les mémes longueur, sin —mny —- - —np_1—op n'est pas nul, alors la k*™e
pente du PDN de L(c,py) est py de longueur n —ny — - -+ — ng_1—og, le PDN de
L(a,px) admet des pentes de longueur strictement inférieures a py et la somme
de leurs longueurs est oy,.

Présentons ’algorithme de cassure des pentes du PDN : nous allons le décrire
a l'aide d’une arborescence. Soit L = ZZ:O a0 avec a, # 0.
L sera le sommet de ’arborescence. Nous construisons ’ensemble des suivants
de L : S(L).
— Sile PDN de L a une seule pente qui est nulle alors S(L) = ). L’arborescence
se limite a un seul sommet : L.
— Sile PDN de L posséde des pentes non nulles, nous appelons p sa plus grande
pente non nulle, et R(L) I'ensemble des racines du polynéme caractéristique
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associées a la pente p.
Remarque : éventuellement 0 € R(L).

S(L) est I'ensemble S(L) = {>°}_ ax(d 4 o p)) /o € R(L)}. Nous joi-
gnons alors L & chaque element par un arc de p01ds (o, x™P) (VOlr figure I).

S(Z)

Figure I

Plus généralement M étant un sommet de 'arborescence autre que L, M est at-
teint par un arc de poids (3,27?) (8 € C, ¢ € Q) nous définissons S(M) I’ensemble
des suivants de M de la manieére suivante :

— Sile PDN de M n’a pas de pente inférieure a ¢ strictement autre que la pente
nulle, alors S(M) = 0. M est une terminaison de I'arborescence.

— Sinon on pose M = ZZ:O brOF ot b, # 0 et nous appelons 7 la pente du
PDN de M immédiatement inférieure & g et R(M) I’ensemble des racines du
polynoéme caractéristique associé a la pente .

Nous posons alors S(M) = { >_ b (9 4 dloz T)) /o € R(M)}. Nous joignons

alors M & chaque element Yoreob (0 + d(w r)) par un arc de poids (o, z~").
Donnons une interprétation de cette arborebcence en termes d’équations diffé-
rentielles :
— Interprétation d’un chemin :

(e, 2™ ™) o (az,@” ") (e, @™ ")

(o5, ™ 7%)
—

L Iy Li... L.

L’existence d’un tel chemin signifie que Ly se déduit de L apres le changement
de fonction y = eXi=0®® " dans I'équation différentielle L(y) = 0. Remar-
quons que par construction de I'arborescence la suite r; est décroissante.

— Cas ou Lg est une terminaison de l'arborescence : Par construction de I'ar-
borescence du PDN, L, a une pente nulle, cela signifie que e® avec A =
Yooz est un exposant formel de I'équation différentielle L(y) = 0. A
chaque terminaison L, on peut donc associer un exposant formel de I’équation
L(y) = 0. Remarquons que si M et N sont deux terminaisons de I’arbores-
cence, les exposants formels qui leur sont associées sont distincts, par construc-
tion méme de I’arborescence.
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On démontre (voir [10]) que 'arborescence est finie : on obtient par cet algorithme
I’ensemble fini des exposants formels d’un opérateur différentiel linéaire.

3.5. Systémes différentiels
Au lieu de considérer B¢, nous considérons (Pe)”
d’ordre n : Q =9I, — M ou M appartient a M, (PBc).
Un systeme différentiel linéaire homogene de matrice M est (S) : QY = 0. Un
changement de base Y = T'Z ou T € Gl,(Pc) conduit au systeme différentiel,
aprés multiplication & gauche par 771, (§) : 'Z = 0 ol

Q =0I, — (T"*MT —T7'0T).

et les opérateurs linéaires

Ceci permet de définir une relation d’équivalence sur M, (PBc).

Définition 3.9. M; est équivalente a Ms si et seulement si il existe T' € Gi,,(Pc)
telle que M, = T 'M,T — T~1OT.

Définition 3.10. Si K est un sous-corps de ‘B¢ stable pour la dérivation on dit
que deux éléments M; et My de M, (K) sont K-équivalents si et seulement si il
existe T € Gl,,(K) telle que My = T~ MyT — T~10T.

Définition 3.11. Une fonction f de M, (Pc) (resp. M,,(K) ) vers un ensemble F
est dite un invariant différentiel (resp. un K-invariant différentiel) si et seulement
si f(My) = f(Ms) dés que M, et My sont équivalentes (resp. K-équivalentes).

3.6. Equations et systémes différentiel associés, lemme du vecteur
cyclique

On peut ramener une équation différentielle scalaire a un systeme différentiel
de la maniére suivante : soit 'équation différentielle {3"}'_, ax0*}(y) = 0, on pose
Y1
y; = 0" 'y alors le systeme (01, —C)(Y)=0ouY = | : | et C a la structure
Yn
suivante : coefficients égaux a 1 sur la sur-diagonale principale, derniére ligne égale
a (a0a1 - an_l), coefficients nuls ailleurs — toute matrice ayant cette structure est
dite matrice compagnon d’une équation différentielle et Popérateur >, _, apOFest
appelé I'opérateur associé — est le systeme vérifié par Y.
On peut également associer a un systéeme une équation différentielle par le
lemme du vecteur cyclique.

Lemme 3.1. Soit yo un vecteur ligne a coefficients sur Pc, nous définissons la
suite (y;)i par yiv1 = 0(y:) +yiM et disons que yo est un vecteur cyclique pour la
matrice M si et seulement si les vecteurs yo,...,Yn—1 sont indépendants. Il suit
les propriétés :
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(i) Pour toute matrice M € M, (Pc) (resp. M € M, (C((z'/P)))), il existe un
vecteur cyclique a coefficients sur Pe (resp. C((x/P))) (voir [10], [2]).

(ii) Si T est Uinverse de la matrice de vecteurs lignes respectivement égaux d
Y0, Yl -+ Yn_1 OU Yo est un vecteur cyclique, alors la matrice T-'MT —
T—10T est sous forme compagnon d’une équation différentielle dont l’opéra-
teur différentiel associé est appelé l’opérateur différentiel associé au systéme
par le vecteur cyclique yo (voir [3]).

Propriété 3.4. Polygone de Newton d’un systeme différentiel : C’est un résultat
désormais classique que le PDN de l'opérateur différentiel associé a un systéme
par un vecteur cyclique ne dépend pas du vecteur cyclique choisi. On défini donc le
PDN d’un systéeme différentiel comme le PDN commun & tout opérateur différentiel
associé au systeme par un vecteur cyclique. Le PDN d’un systéeme différentiel est
un invariant différentiel : en effet si My = T~YMT — T~1OT et yo est cyclique
pour My alors yoT est cyclique pour Mo et les opérateurs différentiels associés a
M par yo et a Ms par yoT sont égauz.

3.7. Formes super-irréductibles

Soit M € M, (C((z'/?))), avec la convention ¢ = +o0 si M = 0, nous pouvons
toujours écrire 'égalité M = —L My, Mo € M,,(C[[z'/?]]), Moj,—o # 0 et q € Z.

T

Si ¢ < 0, nous posons m,(M) = 1. Si ¢ > 0 nous posons pour k € N,
ng =nombre de colonnes de M de valuation k/p (remarquons que ng # 0) ; nous
posons alors m,(M) = g+ ng/n +n1/n*+ -+ + ny—1/n? puis

pip(M) = TInf{m,(N))/N = T*MT — T70T et T € M, (C((z'/7)))}.
Propriété 3.5. p, est par définition méme un C((z'/P))-invariant différentiel.

Définition 3.12. M est dite réduite sur M, (C((z*/?))) (ou super-irréductible
sur C((z'/P))) si et seulement si p,(M) = m,(M). M est dite réductible sur
M,,(C((z'/?))) si et seulement si p,(M) < m,(M).

Définition 3.13. Soit M € M, (C((z'/?))) avec
my(M)=qg+no/n+---+ng_1/n?>0
nous définissons ¢ fonctions notées Ty, ,(M) ou k € {0,...,q — 1} par
Thop(M) = 2" det(z~ kD /Palta/ppr — \T)
oury = 1/pl(k + )ng + kny + - - + ng).
Propriété 3.6. T}, ,(M) € C[[z'/?P]][\] Vk € {0,...,q — 1}.

Propriété 3.7. Nous posons pi,(M) = gx +nj/n+ -+ ng—1/n% et my(M) =
g+no/n+--+ng_1/n?. Si = désigne l'ordre lexicographique alors
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=
a (q*ana) 7é (Qa nO) — U(TO,Z)(M)) >0
- k<1(¢g=4q") et (ng >n}) et (n; =n}) pouri < k <=
V(T; (M) =0 pouri < k et v(Ty,(M)) > 0.
En particulier M est super-irréductible sur C((z/?)) si et seulement si

W(Tip(M)) =0 Vi€ {0,...,q—1}.

Dans [5] on en donne une preuve ainsi qu’un algorithme basé sur les éliminations
de Gauss pour obtenir une forme super-irréductible.

4. Formes polygonales compatibles, exposants formels

L’objet de cette partie est de donner la définition de formes canoniques plus
fortes que les formes super-irréductibles, pour lesquels le PDN du polynéme ca-
ractéristique est égal au PDN. On se sert de ces formes pour donner une définition
des exposants formels d’un systéme différentiel sans passer par une équation diffé-
rentielle scalaire.

4.1. Parameétres de valuations, fonctions S;

Soit M une matrice de M, (Pc) nous appelons a; la valuation du i*™¢ vecteur
colonne de M et I(M) Pensemble — éventuellement vide — des valeurs prises par
les «; strictement inférieurs & —1. Nous notons {81, ..., s} cet ensemble avec la
convention s = 0 si I(M) = ) et avec l'ordre 31 < B3 < -+ < 35 dans le cas ol
s # 0 nous noterons n; l'occurrence de §; dans la famille (a;)1<i<n. Nous posons
ﬂs-&-l =—1let nog = 0.

Définition 4.1. s,01,...,0s,n1,...,ns sont appelés les parametres de valuation
de M. Nous définissons alors s + 1 éléments de Pc[A] par :

Se(M) = 2Z =0 M B =B det(x =P M — A,), k€ {1,...,s + 1}.

Propriété 4.1. Les fonctions S;(M) vérifient la propriété suivante : Appelons
P& Uensemble {s € Pe/v(s) > 0}, alors Vi € {1,...,s+ 1} Si(M) € PLIA|. Plus
précisément si M € M, (C((z'/?))) alors Vi € {1,...,s+1} S;(M) € C[[z'/?]][\].

Soit k € {1,...,s+ 1}, posons 6y = diag(dx,1,0k,2,---,0kn) OU Ok ; = B — ;
si a; < B, et & = 0 sinon. Nous remarquons que det(z°+) = 220 mi(Br=B:)
de sorte que Si(M) = det(z P Ma® — \x%). v(z°) > 0 et la valuation de la
colonne d’indice 7 de =Pk M9 est — B, + ; + d, i positive ou nulle par définition,
d’ott v(Sk(M)) > 0.
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4.2. Polygone des valuations, polygone de Newton algébrique, formes
polygonales compatibles

Définition 4.2. Polygone des valuations : Soient s, 31,...,0s,M11,...,ns les pa-
rameétres de valuation d’une matrice de M, (P¢) rationnels alors il existe une et
une seule fonction ¢jy; répondant aux propriétés suivantes :

(1) ¢ar est une fonction de | — 0o, n] dans R, continue, affine par morceaux,
vérifiant ¢ps(n) = —n, dérivable sauf en un nombre fini de points.

(2) ¢ est convexe. L'ensemble {¢},(t),¢ € R} est Pensemble {0, -0, —1,...,
—p1— 1}

(3) Pour tout i I'ensemble (¢),;)"1{—3; — 1} est un intervalle de longueur n;.

Le polygone des valuations de M est 'ensemble convexe du plan R? égal & {(x,y) €
R*/z <n,y > dm(z)}.

Exemple :
0 z3 0
M=zt 0 23
z bz ™3 0
alors les parametres de valuation de M sont s = 1; ny = 2; 1 = —3. Nous

représentons alors le polygone de valuation de M.

Figure 11
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Définition 4.3. Polygone de Newton algébrique : soit M € M, (Bc), nous appe-

lons polygone de Newton algébrique de M (on note le PDNA de M) le polygone
de Newton du polynome caractéristique de M, c’est a dire le PDN de L avec

L=(-1)" (8" - Z;S ak8k> ou les a; sont tels que

det(M — M) = (—1)" (/\” - ni akAk).
k=0

Exemple :

Alors det(M — AIL,) = =\ + (27 S+ 2= HA + 277,

Figure III : Le PDNA de M

Donnons ici une relation entre le polygone de Newton algébrique et le polygone
de valuation d’une matrice M.

Propriété 4.2. Le PDNA de toute matrice est inclus dans son polygone des va-
luations.

Pour k € {0,...,s} appelons Ji (M) le point du plan R? de coordonnés (z, yx ),
zp=n—(no+ni+-+ng), yp = —n+ (14 Bo)no + (14 B1)n1 +- -+ (1 + B )ni
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alors ¢y est la fonction affine par morceaux dont le graphe dans le plan R? est la
réunion de :

— la demi-droite (600, Js(M)) d’équation x < x5, y = ys

— des segments [Ji (M), Jy—1(M)], k€ {1,...,s} (si s £ 0).
Posons a présent det(M — A[,) = (—=1)" ()\” - Z;é c;c)\k)7 alors pour tout ra-

tionnels a et b : z%det(zP M — AI,,) = (—1)*(zIA" — S0 L a0t (=D, \i) Sia > 0
alors v(z%det(z®M — MI,,)) > 0 équivaut & a + (n — i)b + v(c;) > 0, pour tout
ie€{0,1,...n—1}.

Nous choisissons pour le couple (a,b) les (s + 1) valeurs suivantes : by = — [0
k= Ei:ol n;(Bx — B;) pour k € {1,...,s + 1}. Remarquons que a; > 0 et que
Sk (M) = x%det(x®* M — \I,), k =1,...,8+1; de v(Sr(M)) > 0 nous déduisons
les s 4+ 1 inégalités :

Vie{0,1,....n—1} ap+(n— Db +v(c;) >0k =1,...,s+ 1.

7

En remplacant ay, et by par leurs valeurs en fonction de ny,...,ns et f1,..., Bs+1 €t
Tk, Y (coordonnées des points Ji(M)) par leurs valeurs en fonction de nq,...,n
et B1,...,Bs+1 ces inégalités s’écrivent :

Vie{0,...,n—1}: [v(e) — ¢ —yp—1] + (L + Br)[i — 2x—1] > 0,Vk € {1,...,s}

et v(c;) — 1 > ys.

Considérons & présent le point du plan R? de coordonnées (i,v(c;) — i) ou i
appartient a {0,...,n —1}.

1" cas : Il existe un indice k pour lequel x; < i < xp_1.

L’inégalité [v(c;) — ¢ — yr—1] + (1 + Bi)[i — zx—1] > 0 signifie que le point
de coordonnées (i,v(c;) — i) est situé au dessus de (ou sur) la droite de pente
—1 — ) passant par le point J;_1(M) de coordonnées (z—1,yk—1). Sachant que
le segment [Ji_1 (M), Ji(M)] est de pente —1— Gy, cette droite est la droite passant
par [Jy—1(M), Jy(M)]. Puisque zx_1 < i < z}, le point de coordonnées (i, v(c;) —1)
est situé au dessus du (ou sur le) segment [Jy_1(M), Ji(M)] et donc au dessus du
(ou sur le) graphe de ¢;.

(i,v(¢;) — i) est donc un point du polygone de valuation (i,v(c;) — ) vérifie
donc : v(¢;) — i > Par(i).

2°me cqs i < x,. Le graphe de ¢j; comprenant la demi-droite (oo, .Js(M))
d’équation © < xg, y = y, il vient ¢ps(t) = ys si t < zy de Pinégalité [v(c;) —i] > ys
il vient v(¢;) — i > Par(i).

Soit un point du plan R? de coordonnées x,y vérifiant y > ¢ar(z) et z < n.
Alors si u < z le point de coordonnées (u,y) vérifie u < n et y > ¢pr(u) car
¢ est croissante. Si v > y, le point (z,v) vérifie x < n et v > ¢p(x). Nous
en déduisons que Pensemble {(u,y)/u < z} U {(z,v)/v > y} est inclus dans le
polygone des valuations de M qui est un convexe. L’enveloppe convexe de cette
ensemble est le quadrant Q(z,y) et est inclus dans le polygone de valuation de
M. De v(e;) —i > édp(i) et de Vi € {1,...,n — 1} et de ¢pr(n) = —n nous en

déduisons la relation suivante : Q(n, —n) U (U?;OI (i,v(c; — 1)) est inclus dans le
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polygone de valuation de M. Par passage aux enveloppes convexes le PDNA de
M : Penveloppe convexe de cet ensemble, est inclus dans le polygone des valuations
de M.

Définition 4.4. Formes polygonales compatibles : nous dirons que M € M,,(Pc)
est sous forme polygonale compatible (on note M est f.p.c.) si et seulement si son
polygone des valuations est égal & son PDNA.

Propriété 4.3. Caractérisation des f.p.c. a laide des fonctions S;(M) : soit M
une matrice de M, (Pc) de paramétres de valuation s,01,...,Bs,n1,...,Ng, ON
pose ng =0 et Bs11 = —1 alors M est f.p.c. si et seulement si : s =0 ou s >0 et

(i) v(S;(M))=0Vie{l,...,s}

(ii) Si(M)jz—o est un polynome de C[\] de degré n — (ng +ny + -+ +n;_1),
i=1,... 541

(iii) Si(M)jz—o est un polynome de C[)\] admettant 0 comme racine d’ordre
n—(no+ni+--+n;),i=1,...,s.
On pose 9 la fonction telle que le PDNA de M est égal a :
{(z,y) eR*/z <nety >y(z)}

1 est convexe, continue par morceaux, croissante et 1)(n) = —n. Comme le PDNA
de M est contenu dans le polygone des valuations de M : ¢(x) > én(x) Va.
Pour k € {0,...,s} appelons J (M) le point du plan R? de coordonnées (zx,ys),

sommet du polygone des valuations de M xp = n — (ng + n1 + -+ + ng), et
yp = —n+ (14 Bo)no + (14 Bi)ny + -+ (1 + Br)na.
Cas ott s = 0 : Alors ¢p(x) = —n, comme ¥(n) = —n, 1 est croissante et

P(x) > ¢pr(x) Va, il vient Y (z) = ¢pr(x) Vo c’est & dire M est f.p.c.

Cas ot s > 0 : Supposons M f.p.c., alors ¢(x) = ¢p(z) Vo et tout sommet du
polygone des valuations de M est sommet du PDNA de M. Il suit que pour l'indice
i pour lequel ¢ est 'abscisse de Ji_1 (M) (k=1,...,s), soit xp_1, v(c;)—i = ¢(i) =
(1) = yg—1 ol on a posé

det(M — AI) = (—1)"(/\” . i ck/\k>.
k=0

Si by = —Br, ar = S0y (Bx — B;) alors : Sp(M) = (—1)"(zdet(a" M — AI,))
(k=1,...,s). Si ¢; n'est pas nul posons ¢; = 27 (¢)(¢; o + O(z'/P)) ott p est tel
que M € M, (C((x'/?))) alors :
n—1 .
Sp(M) = (=1)"(z* A" — Z g =Dbetvled (o o 4 O(ZVP)AF) (k=1,...,5).
i=0
Or ap + (n — )bk +v(c;) = (v(e;) —i—yx—1) + (1 + Br)(i — xp—_1) : expression
nulle en ¢ = x,_1. Nous en déduisons que v(Si(M)) = 0 et que S (M) ,—¢ est de
degré supérieur ou égal & 51 =n— (ng+ny + - +ng_1).
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Sii>n—(ng+mny+--+ng_1) alors ¢'(i) = ¢, (i) > —1 — By, il vient alors
(i) —yk—1) + (1 + Br) (i — z—1) > 0, mais le point de coordonnées (i, v(c;) — 7)
appartient au PDNA de M donc v(¢;) — i > 9(i) et alors

(v(ei) =i —yk—1) + (L + Br) (i — zx—1) > 0.
Sk(M)|g=o est de degré n — (ng +mny + -+ +ng_1).

De maniére similaire de (v(¢;) — ¢ — yr—1) + (1 + B)(i — xp—1) = 0si ¢ =
n—(no+--+ng) et (i) = ¢ (0) < —1—pFksii<n—(ng+mni+---+ng) nous
déduisons que Si(M)|;—o admet 0 comme racine d’ordre

g =n—(ng+ny+---+ng).

Supposons vraies (i), (ii) et (iii) alors de Sg(M)|,—o est de degré n— (ng +mny +
-4 ng_q) soit zx_; il vient que

(v(c;) —i—yr—1)+ 1+ Br)(i —xk—1) =0sii=u1x,_1 et donc v(c;) — i = yr—1

le point J_1(M) de coordonnées (zx—_1,yr—1) appartient au PDNA de M (k =
1,...,8+ 1), nous en déduisons que ¢(z) = dnr(x) V.

En effet soit « < x4 alors puisque Jg(M) appartient au PDNA de M : 9(xs)
Ys et puisque ¥ croit ¥ (z) < ys mais si < x5 oy () = ys et puisque ¢ps ()
¥(x) Ve, il vient ¢ (z) = dp(x) Vo < z5.

Siaxp <ax<axp_qouk=1,...,s: Sachant que le point Ji (M) de coordonnées
(g, yx) appartient au PDNA de M il vient 1(x;) < yk, mais comme ¢p(z) <
Y(x) Vo et gar(y) = yx il vient () = .

Posons © = 0z + (1 —0)x,_1 ou 0 € [0, 1], ¢ est convexe donc ¢ (z) < Oy(xy)+
(1= 0)(xk—1) cest a dire ¥(x) < Odps(xx) + (1 — ) par(zr—1). Le graphe de ¢y
est un segment de droite entre les abscisses xy et xr_1 donc

Obnr(xr) + (1 = 0)prr(wr—1) = dar(0xg + (1 — 0)zp—1) = dpr()
il vient ¢ (x) < ¢pr(x), sachant que ¢pr(z) < (x) nous en déduisons que ¢y () =
() cest a dire que M est f.p.c.

Propriété 4.4. Perturbation des f.p.c. : Soient M et N deux matrices de M,,(Bc),
supposons que M est f.p.c. de parameétres de valuation s,1,...,Bs,n1,...,Ng €t
v(N) > —1 alors :

<
<

(i) M+ N est f.p.c. de paramétres de valuation s,31,...,Bs,M1,-..,Ns.
(i) Vi€ {1,...,5} Sk(M)jpmo = S(M + N)jueo.
(iii) M et M + N ont méme PDNA.

(iii) est une conséquence de (i), nous montrons (i) et (ii).

Si v(M) > —1 alors v(M + N) > —1, M + N est f.p.c. puisque s = 0.

Si v(M) < —1, puisque v(N) > —1 M + N a mémes parameétres de valuations
que M soient s, f31,...,Bs,n1,...,Ns ces parametres.

En montrant que v(Si(M)) > 0 nous savons trouver une matrice d; a coeffi-

cients rationnels positifs telle que det(z%) = 22 i) ma(Br=B1) et v(x =P Madr) >0,
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de sorte que Si(M) = det(z P Ma® — \x%) : en utilisant cette matrice on a, si
k<s+1v(@PNa) > -8, —1> 0 il vient Sg(M)jz—0 = Sk(M + N)j,—o ce
qui donne (ii).

Nous en déduisons que v(S(M + N)) = 0 et Sp(M + N)|z—o est un polynéme
de C[A] de degré n — (ng +mn1 + -+ + ng—1) admettant 0 comme racine d’ordre
n—(no+mny+- - +ng).

Pour montrer que M + N est f.p.c. il suffit de montrer que S, 1 (M + N)jz—o
est un polynéme de C[A] de degré n — (ng + ny + --- + ns), ce que nous faisons
en posant det(M + N — AL,) = (=1)"{\" — Z?;OI d;)\;} et pour k € {0,...,s} :
Je(M + N) le point du plan R? de coordonnées (zx,yx), sommet du polygone des
valuations de M + N avec z, = n— (no+ni+---+ng), et yr = —n+ (1+ Bo)no +
(L4 Bu)na + -+ (1 + Br)nk.

On a vu que v(Ss11(M + N)jz—0) > 0 est équivalent & v(d;) —i > ys Vi et que
v(Ss(M 4 N)|g=0) > 0 est équivalent & [v(d;) —i —ys—1]+ (1 +Bs)[i —25s-1] > 0 Vi.

Sii > x, le point de coordonnées (i,v(d;) —i) du PDNA de M + N appartient
donc au polygone des valuations de M+ N et est donc au dessus ou sur le graphe de
¢a+n de pente positive non nulle dans cette partie du plan : il vient ¢pr4n(2) > ys
et donc v(d;) — i > ys. Le degré de Ssy1(M + N)z—o est au plus égal a x, =
n—(ni+- +ng).

Ss(M + N)|z—o admet 0 comme racine d’ordre n — (ng + --- + n,) = x5 cela
entraine que [v(d;) — i — ys—1] + (1 4+ 8s)[i — z5—1] = 0 en i = z; ceci équivaut a
v(di) =i =yssii=xs =n—(n1+---+ng). Le degré de Ss;1(M + N)jz—o est
donc zs =n— (n; + -+ ng).

Considérons une matrice M de M,,(C((2'/?))) alors il lui existe par le lemme du
vecteur cyclique une matrice équivalente C' compagnon d’un opérateur différentiel

L=Y"}_,ax0". En remarquant que det(C — AIL,) = (—1)" ()\” - ak)\k) il
vient que le PDN de M égal au PDN de C' est le PDNA de C.
Soit ¢ la fonction convexe telle que le PDNA de C' soit

{(z,y) e R?*/z < n,y > ¢(z)}

et 6(z) = —n — x — ¢(x) alors si {p1,...,pr} est Pensemble fini et non vide des
valeurs prises par ¢’ ordonnées par 0 = p, < p,_1 < --- < p; NOUS POSONS
ip=nets=r—1 Sis+# 0 nous posons pour k € {1,...,s} B = —1 — py, et
ir =n — (I + - + 1) ot Iy est la longueur de l'intervalle ¢'~{p;}. Nous avons
les propriétés :

(i) fr<fa<--- <P

(ii) Si ¢ est un entier appartenant a l'intervalle |ig41,4x], alors
(i) = 3(i — 1) = Bry1 et v(@®D0Ma; 1) > By,

En effet si t €]igt1,ik] alors ¢'(t) = pry1. Si @ est un entier appartenant a
lik+1, k] alors i — 1 est un entier qui est égal & i1 ou qui appartient & Jigy1, g
Nécessairement il vient ¢(i) —¢(i—1) = pr41(i—(i—1)) = pgy1 dou d(i)—0(i—1) =
Br41- Le point (i — 1,v(a;—1) — i + 1) appartient au PDNA de C, il vient alors
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v(a;—1) —i+ 1> ¢(i — 1). Nous avons alors
(@@ 0Ma; 1) > 6(i) = 6(n) + ¢(i — 1) +i — 1, donc v(@®D*Ma; 1) > By
Nous posons alors v = diag(6(1),d(2),...d(n)).

x=YCxY est f.p.c. de paramétres s,B1,...,0s,l1,...,1ls :
Appelons dq,ds, .. .d, les vecteurs colonnes de z~7Cz”, alors
0
1
0 0 i—1
: §(i)—8(i—1)
dy = - etsiiAld =] * l
0 0
x‘s(l)*é(n)ao :
0

xé(l)_a(n)al_l

Considérons d’abord le cas ou s = 0 : alors la fonction ¢ est constante et égale a
—n, 0 est donc la fonction définie par §(t) = —t. Il vient donc §(z) — (i — 1) = —1,
Vi € N. Sachant que le point de coordonnées (i,v(a;) — i) est élément du PDNA
de C, il vient v(a;) — i > ¢(i) = —n pour ¢ dans {0,1,...n — 1} soit v(a;) > i—n
siie{1,...n}. Ce qui donne v(z®@ =g, ) >n—i4+i—1—n=—1. Nous en
déduisons que V(dy) > —1 et V(d;) = —1 pour i # 1. x=7Cx” a pour parametres
de valuation s = 0, et nous savons alors que dans ce cas elle est toujours f.p.c.

Considérons le cas ou s # 0. Pour k& # s nous appelons Eji; I'ensemble
Jik+1,%k] N N. Nous appelons E,;1 'ensemble |0,i5] N N. L’ensemble {1,...,n}
est égal & 'ensemble |0, n] NN c’est 'union disjointe des Ej.

Si k # s+ 1 le cardinal de 'ensemble E} est égal & i1 — ix = li.

Soit i € Fy, si i # 1 la proposition précédente entraine que V(d;) = O < —1.

Si 0 n’est pas une pente du PDNA de C il vient v(ag) = ¢(0). Cela entraine :

V(0D =M g0) = $(0) — ¢(1) — 1 et donc v(dy) = Bs.

Si 0 est pente du PDNA de C alors v(ag) > ¢(0) cela entraine

o(z® D=0 g0) > (0) — ¢(1) — 1 = —1 et donc v(dy) > —1.

Sachant que Ej, est de cardinal I}, et que Ey NEyN---NEg = {1,...,n} il
vient :

— L’ensemble {V'(d;)/V(d;) < —1} est 'ensemble {0, ...,3s} de cardinal s.

— L’occurrence de §j; dans la famille (V(d;))1<i<n est le cardinal de Ej, soit Ij.
$,B1,-++,0s,11,...,ls sont donc les parametres de valuation de x~7Cxz?”. Nous
appelons D la matrice z77Cz” et Valp la fonction définissant le polygone de
valuation de D. Valp vérifie (1), (2), et (3).

(1) Valp est une fonction de | — co,n| dans R, continue, affine par morceaux,
convexe, croissante, vérifiant Valp(n) = —n.

(2) L’ensemble {Val,(¢)/t € R} est 'ensemble {0, —8s — 1,...,—B1 — 1}.
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(3) Pour tout k 'ensemble ((Valp)')~1{—pB — 1} est un intervalle de longueur
Uk

La fonction ¢ vérifie les hypotheses (1), (2), et (3) elle aussi. Il vient alors ¢ = Valp.
Appelons ¢p la fonction telle que le PDNA de D est égal & {(z,y) € R?/z < n,y >
¢p(x)}. Sachant que det(z~7Cx¥ — Al,,) = det(C' — A\I,,) les PDNA de C et D
sont égaux et donc ¢p = ¢pc = ¢. Sachant ¢ = ¢ = Valp nous en déduisons que
D est f.p.c. de parametres de valuation s, 31, ..., Gs,l1,. .., 5.

x=7CxY — v/x est f.p.c. de parametres s,[(1,...,0s,01,...,ls. De plus si
5 # 0 Si(x77C2Y — v/x))j2=0 = Si(x77Cx7)|y—0 : cela résulte de la proposition
de perturbation des f.p.c.

Nous en déduisons la propriété

Propriété 4.5. Pour toute matrice M appartenant a M, (C((z*/?))) il existe une
matrice N f.p.c. dans M, (Pc) qui lui est équivalente.

La construction précédente montre qu’alors les parametres de valuation
$,B1,-++,0s,11,...,ls de N s’interprétent de la maniére suivante : s est le nombre
de pentes non nulles du PDN de M, 31,...,08s sont égauxr ¢ 1 — py,...,—1 — pg
ol p1 > pg > - -+ > pg sont les pentes non nulles du PDN de M, ly,...,l; sont les
longueurs de ces pentes.

Puisque le PDN de M est un invariant différentiel ces parametres de valuation
$,B1,-+.,0s,11,...,1s sont des invariants différentiels et sont donc communs a toute
matrice NV équivalente a M et f.p.c.

Remarquons que si M appartient & M, (C((z'/?))) la matrice compagnon C
appartient aussi & M, (C((z'/?))), supposons que les pentes du PDN de M soient
des multiples entier de 1/p alors la matrice v a pour coefficients des multiples
entiers de 1/p : la matrice 2~7CxY — v/x est f.p.c. et C((x/?))-équivalente & M.

Réciproquement si N f.p.c. est C((z'/?))-équivalente & M alors les pentes du
PDN de M égales & —1 pres a 'opposé des valuations des colonnes de N sont des
multiples entiers de 1/p.

Donnons pour finir une interprétation des polynomes Sy (M )|z—o-

Propriété 4.6. Si N et M sont équivalentes et f.p.c., elles ont mémes parameétres
de waluation s,B1,...,Bs,l,...,ls, de plus Sp(M)jz—0 = Sk(N)jz=0 pour k =
1.8 et Sp(M)jg=0 = (=1)"0(N/(Br + 1)) ot O (N) est le polynome caractéris-
tique associé a la pente — (B + 1) du PDN de toute opérateur scalaire différentiel

obtenu a partir de M par le lemme du vecteur cyclique et est alors un invariant
différentiel.

Nous montrons le lemme suivant :

Lemme 4.1. Soient M et N appartenant o M, (C((z'/?))) et C((x'/?))-équiva-
lentes, soient b et a des rationnels avec a > 0 et b > 1, si il existe deuxr matrices
0 et € diagonales a coefficients rationnels positifs ou nuls telles que

det(z%) = det(z) = 2%, 2 Mz = O(1) et 2° Nz = O(1)

alors :
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— v(xtdet(x® M — AL,)) > 0, v(zdet(z°N — \I,,)) >0

— 2%det(x®M — \I,,) = z%det(x®N — \I,,) + O(z*~1)

On se sert d’une décomposition des éléments de GI,(C((z'/P))) : Soit T €
Gl,(C((x/?))) alors T = Pxz®Q ot P appartient au groupe multiplicatif G; =
{P € M,(C[z'/?))/detP = 1} a = diag(ai,az,...,an) et o; € (1/p)Z et Q
appartient au groupe multiplicatif

Gy = {Q € GL,(C((z/7)))/Q = Qo + O(z"/?) et Qo € G1,,(C)} [7].

Les hypotheses du lemme donnent z%det(z°M —\1,,) = det(x* Mx° — Ax?) mais
2P Mz® — Az = O(1) d’ott v(zdet(zM — \I,,)) > 0.
De méme de x%det(x® M — \I,,) = det(x® Nz¢ — \z€) il vient

v(zdet(z’N — \I,,)) > 0.
Posons N = T 'MT —T7'0T et T = Pz*Q alors
T7T =Q ta/2Q +Q'0Q + T 'OPP™'T.
Il vient N + T~ 1OPP~'T —T7'MT = Q 'a/zQ — Q~10Q d’ou
(2" N2 — Xz 2T~ Y (M — OPP~ )Tz 4 \a*
= 2b(Q ta/zQ — QTOQ)x 2® Nzt — Az = O(1)
et
Q7' a/2Q — Q-10Q)z" = O(z"™")
donc 2°T~Y(M — OPP~ )T = O(1) et
det (2 Nz€ — \z€)
= det(2*T~Y(M — OPP~ )Tz — \z°) = O(z*1)
soit
(1) rodet(x® N — \I,,) = x%det(x® M — \I,, — 2°0PP~1) + O(2*1)
zdet(z® M — M, — 2°0PP~') = det(2* Mz’ — Aa® — 2°0PP~12?%).
Mais 2* Mx? — A\x® = O(1) et —2*0PP~'2° = O(x*~!) donc
(2) det(zMz® — \2° — 2°0PP~12°) = det (2" Ma?® — \2°) + O(2zb~1)
= z%et(zM — \I,,) + O(zb1).

De (1) et (2) nous déduisons le lemme.

Soient & présent deux matrices M et N f.p.c. et C((x!/?))-équivalentes : pour
les mémes valeurs ax > 0 et by, > 1 Sp(M) = x%det(z* M — \I,,) et Sp(N) =
x%det(z®* N — \I,,) (k =1,...,s), on sait de plus trouver deux matrices 5, et e
vérifiant les hypotheses du lemme. Par application de celui-ci on a

Sp(M) = Sp(N) = O(z" 1)
et puisque by, > 1 il vient Si(M)|z—0 = Sk(N)jz=0 E=1,...,s.
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Une récurrence élémentaire peut montrer que

d ) d _
el —o\\i [ —a\1%, . F
Va >0 (0+ dx()\x ) [dx()\x ) bio + Fi,
ot v(bio) = 0 et (bio)jz—0 = 1 et F; est de la forme 22:1 b;0%. En écrivant
L (Az7) = —aAz~*"!il vient que le terme en §° de I'expression (0+-& (Az~2))"+

i o an(d+ A (Az=))k est le terme F ol

n—1
F=(—a)x ™ ), — Z akbko(—ax\x_a_l)k.
k=0

Nous pouvons exprimer F/b,o sous la forme de déterminant :
F/byo = (—=1)"det(C* — (—aXz~*"H1,)

ou C* est la matrice compagnon de derniere ligne (ag,...,a;_;) avec af =
abro/bno. Nous posons alors a = p; # 0. Remarquons que :
— L’équation caractéristique associée a p; s’écrit par définition

2", =0

— v(a;) =v(ag) Yk € {0,...,n — 1} donc C* a méme PDN que C.
Puisque C* et C' ont méme polygone de Newton z77C*z”" est f.p.c. avec les méme
parametres que £~ YCz”. On peut écrire

P R /b = (—1)"det(xP T O* — (—p\)1)

cette égalité s'éerit aussi 2P TLF /b, = (—1)"det(zPitlz=7C*27 — (—p;\)1,).

Nous savons que S;(z~7C* X7) est de la forme x¢det(zPi Tta =Y C* 2 '—~(—p;\)1,,).
Posons alors wj(\) = Si(z77C*27) 30, comme v(bno) = 0 et bygja—o = 1 alors
nécessairement V(¥ )F,—0 = (—1)"w}(—p;A). Pour une matrice compagnon le
mode de calcul des fonctions w;(\) = S;(277Cx")|,—o montre que le calcul de
w;(A) ne dépend que de x’”(“’“)ak‘zzo. Remarquant que

—v(ay) ,* — —v(ak)
TR Ay g = T Ak|z=0

il vient w}(\) = w;(A). L’équation caractéristique associée & la pente p; s’écrit alors
(—1)"w;(—p;A) = 0, c’est & dire (—1)"w;((1+5;)A) = 0 il en résulte la proposition.

Exposants formels : Considérons 'algorithme que nous décrivons a 'aide
d’une arborescence. Soit M € M,,(Pc) alors M sera le sommet de 'arborescence.
Nous construisons '’ensemble des suivants de M : S(M).

— Sile PDN de M a une seule pente qui est nulle alors S(M) = (). L’arborescence
se limite a un seul sommet : M.

— Sile PDN de M possede des pentes non nulles, nous appelons p la plus grande
et R(M) ’ensemble des racines de 'équation w,(A) = 0 ot wy,(A) est la valeur
commune de Si(N)j,—o avec N f.p.c. équivalente a M et k est tel que le
parametre de valuation [y vaut —1 — p.
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Remarque : éventuellement 0 € R(M).

S(M) est I'ensemble S(M) = {M — ax=®*V],/a € R(M)}. Nous joignons

alors M & chaque élément M — ax~(®P+V [, par un arc de poids (—a/p, z7P).
Plus généralement N étant un sommet de ’arborescence autre que M, N est
atteint par un arc de poids (—8/q,27%)(8 € C,q € Q) nous définissons S(NV)
I’ensemble des suivants de N de la maniere suivante :

— Sile PDN de N n’a pas de pente inférieure a ¢ strictement autre que la pente
nulle, alors S(N) = (). N est une terminaison de I’arborescence.

— Sinon nous appelons r la pente du PDN de N immédiatement inférieure a ¢
et R(N) lensemble des racines de 1’équation w,(\) = 0. Nous posons alors
S(N) = {N—az~+tV],/a € R(N)}. Nous joignons alors N & chaque élément
N — az= (D[, par un arc de poids (—a/r,z~").

Donnons une interprétation de cette arborescence en termes de systémes différen-
tiels :

— Interprétation des arcs : M (me/rs™™) N. En remarquant qu’en posant y =
e~ /m" 2 le systéme différentiel % = My se transforme en g—;

(M —az=(+1 1)z la présence d’un arc VAREAL
différentiel % = Ny est déduit du systeme différentiel

N signifie que le systeme
dy — My par le chan-

T - dz
gement de fonction y = e~ /"% 2.
— Interprétation d’un chemin :

b R g ol o™ el
L’existence d’un tel chemin signifie que le systeme différentiel % = My se
déduit du systeme différentiel Z—Z = My apres le changement de fonction
y = eXi=1 —/m#7 " » Remarquons que par construction de arborescence la

suite r; est décroissante.

Dans le cas ot M est une terminaison de I'arborescence alors par construction de
I'arborescence du PDN : M, a une pente nulle, cela signifie que e>i=1 —/mi@" "
est un ezxposant formel du systeme différentiel Z—Z = My. A chaque terminaison
My, on peut donc associer un exposant formel du systeme différentiel Z_Z = My.
Remarquons que si P et N sont deux terminaisons distinctes de I’arborescence,
les exposants formels qui leur sont associées sont distincts, par construction méme
de l'arborescence, ce sont des invariants différentiels car construits a partir d’in-
variants différentiels.

Pour peu que l'algorithme «converge» on obtient les exposants formels par
celui-ci. C’est ce que nous montrons dans ce qui suit.

Définition 4.5. Soient A, et Ay deux graphes orientés, X; et X5 les ensembles
des sommets de A; et Ay, Uy et Us les ensembles des arcs de A et Ay, E un
ensemble, p; le poids des arcs de A1, c’est a dire une application

] Uy — F
p1: U'—>p1(u)
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po le poids des arcs de Ag, c’est & dire une application
] U, - F
D2t U — Po (u)
les graphes A; et A, sont dits équivalents si et seulement si existe une bijection
¢ : X1 — X5 et une bijection v : Uy — Us telles que si z1 et y; sont deux sommets
de A; joints de x; vers y; par un arc u; de U; de poids pi(uq) alors les deux
sommets ¢(x1) et ¢(y1) sont joints par Varc ¥ (uy) de ¢(x1) vers ¢(y1) avec le
poids pa(¥(u1)), ot pa(¥(u1)) = p1(u1).
Une conséquence de I'équivalence des graphes est que si A; et Ay sont équiva-
lents et A; fini alors Ay est fini.
Propriété 4.7. L’arborescence de calcul des exposants formels de la matrice M
est équivalente a l’arborescence de l’algorithme de cassure des pentes de L ou L
est un opérateur associ€é a M par le lemme du vecteur cyclique.

Soient Q € B¢ et yo un vecteur cyclique pour la matrice M d’opérateur
différentiel associé L=0" — Z;S ¢, 0", alors g est cyclique pour la matrice M —
QI,, d’opérateur différentiel associé :

=0+Q)" ch 9+ Q)"

En effet si (0—Q)" =0"+ Z;‘:o Qn,;07 alors un calcul élémentaire montre que :
(a _ Q)n+1 — 8n+1 (Qn el — Q)an

+Z(Qw v+ B 00,,)0 + 100,

Soit la buite 20 = Yo et zpy1 = dz" + z,(M — QI,,), supposons que z, =
Yn + 22520 Pn.jyj> Pn,j scalaires, alors
dy n—1 d n—1 dP n—1
Zn41 = = ZP n,j dx +ynM+Z Pn ]ij+Z ( dz ) j_Qyn_Z Qpn,jyj
§=0 §=0
soit

P, ; dP,o
Znt1 = Yn+1 + (Pon—1 — Q)Yn + Z ( nj—1 T —— da: - QPn,j) + # — QP
P, ; et Q, ; satisfont aux mémes relatlons de récurrence et Py g = Qo0 = 1 donc
i =Qn; Yn e NVj <n.
Si T est telle que
20 Yo
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alors T est triangulaire d’éléments diagonaux égaux a 1, elle est donc inversible,
(Yo,---,Yn—1) est une famille libre de (P¢)™ donc (zo,...,2,—1) est une famille
libre de (Pc)™ : le vecteur zy = yo est cyclique pour la matrice M — QI,,.

Soient F I'isomorphisme de Pe-espaces vectoriels de M, (Pc) vers P, [0] (sous
espace des opérateurs de P[] d’ordre inférieur ou égal a n) tel que F(y;) = 0°, f
l'isomorphisme de Pc-espaces vectoriels de M, (Pc) vers lui-méme tel que f(y;) =
z; et g l'isomorphisme de Pc-espaces vectoriels de P ,,[] vers lui-méme tel que
g(0) = (0— Q)" alors Fof =goF :eneffet g(F(y;)) = g(0") = (0 — Q)" et
F(f(yi)) = F(z;) et F(z;) = (0— Q)" car P,, j = Qn; Vn € NVj < n.

L’opérateur différentiel associé a M — QI, par le vecteur cyclique zp = yq
est L* = 9" — S0 erd oz, = S0 eiz Cest 9 — F o f7(2,). Si l'on
remarque que 9' = F o f~1(z;) et que I'on utilise la linéarité de F o f~! alors
Zn = UYn + Z?;Ol P,y = Z?;Ol(ci + P,.i)yi, de lidentité Fo f~1 = g7t o F on
déduit que L* = 8" — 7" (¢; + Poi)g™" o Fys).

9 (F(y) =97 (9) = (0+ Q)

@-Q) ="+ Y1) P, ;0" don

n—1
O"=0+Q-Q"=(0+Q)"+) Pi0+Q).
i=0
Au bout du compte
n—1 n—1
L'=0"+04+Q"-0"+> c(0+Q) =0+Q)"+ > a(d+Q).
i=0 =0

Soit S le graphe de calcul des exposants formels pour un systeme de matrice M : ses
sommets sont des matrices égales & M — QI, ou Q =>7 ¢z " ¢ € Cr; €Q,
si y, est un vecteur cyclique pour la matrice M lui associant 'opérateur L =
o" — Z;é ¢ 0% cest un vecteur cyclique pour la matrice M — QI,, lui associant
Popérateur L(Q) = (0 + Q)™ + ZZ;; cx(0 + Q)*. Soit ¢ I'application qui aux
sommets de S : M — QI,, associe L(Q), nous définissons alors le graphe : E son
ensemble des sommets est {¢(M —QI,) = L(Q)/M — QI, € S}, son ensemble des
arcs est ensemble des arcs notés ¥(u) ot (u) joint ¢(M — Q11,,) & ¢(M — Q21,,)
(Q1 # Q2) si et seulement si u joint M — Q11, & M — Q2I,, on associe & 1(u)
le poids p2(¢(u)) = p(u) = (—a/r,x™") ot (—a/r,z~") est le poids de l'arc u. 9
est une bijection telle que p2(v(u)) = p(u) par définition et ¢ est surjective par
définition. Si L(Q1) = L(Q2) alors Q1 = Q2 et donc M —Q11,, = M — Q21,, ce qui
prouve que ¢ est injective. Le graphe E est donc équivalent au graphe de calcul
des exposants formels de M — 91I,.

Soit L(Q) un sommet (avec si Q = 0 alors L(Q) = L) de E, 'ensemble des
suivants de L(Q) est par construction vide si le PDN de M — QI,, c.a.d. dire
le PDN de L(Q), n’a que des pentes nulles si = 0 n’a pas de pente positive
plus petite que 7 ou (—a/r,x~") est le poids de larc qui atteint L(Q); sinon
si p est la plus grande pente (positive si Q = 0, inférieure & r sinon) du PDN
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de M — QI,, le PDN de L(Q), 'ensemble des suivants de L est ’ensemble des
L(az=@®tD) = L(L(—a/pz~P)) ot « est racine de p(a) = (—1)"0(a/(8 + 1)),
O(\) = 0 étant ’équation caractéristique associée & p et 3+ 1 = —p, cet ensemble
est I'ensemble des L(-L (Az~P)) ot A est racine de §()) polynome caractéristique
associée a p. Dans tout les cas les suivants de L(Q) sont les suivants de L(Q) par
I’arborescence de 1’algorithme de cassure des pentes du PDN de L, le graphe E est
donc cette arborescence. Ce qui prouve que l'arborescence de calcul des exposants
formels est finie, I’algorithme converge donc et calcule des invariants.

Mise en ceuvre de l’algorithme a l’aide des f.p.c. : pour obtenir le graphe
de calcul des exposants formels de M on a besoin de calculer les pentes du PDN
de M — QI, et les racines Si(N)|z—o oit N est f.p.c. et équivalente & M — QI,,.
Ce qui se ramene au probléme suivant trouver N f.p.c. et équivalente a M — Q1I,, :
les pentes du PDN de N se lisent alors sur les valuations des colonnes de N et
Sk(N)|z=o est un déterminant obtenu de fagon élémentaire avec les coefficients de
N. On verra dans la suite qu’une matrice f.p.c. est une matrice super-irréductible
sur C((z'/?)) pour un bon choix de p. D’un point de vue algorithmique calculer une
matrice super-irréductible c’est faire des éliminations de Gauss, mais compliquer
la matrice de départ car il faut «descendre» les valuations de certaines colonnes
jusqu’a —1 et cette complexité augmente avec la ramification @ — x'/? nécessaire
pour obtenir une f.p.c., en apparence on retrouve les objections rencontrées lors
de ’algorithme d’Hilali. En fait ces objections seront levées par les résultats qui
suivent : on démontrera que le PDNA d’une matrice super-irréductible est son PDN
ce qui évitera de faire une ramification fictive pour ’obtenir ; on calculera non des
formes super-irréductibles mais partiellement super-irréductibles : & savoir a une
étape donnée de l'algorithme nous n’avons besoin de connaitre non pas le PDN
d’une matrice en entier mais ses k premieres pentes. Nous aurons le résultat suivant
pour le faire : Soit M & coefficients sur C((z)) et mq (M) = q+no/n+ +n?!/ng,
si (q,ng, ..., nx) est minimum (k positif ou nul) pour 'ordre lexicographique alors
les pentes du PDNA de M comprises entre g et ¢ —k — 1 sont celles du PDN de M.

5. Sur et sous p-polygones de Newton

Dans cette partie nous allons nous servir des formes super-irréductibles sur
C((x'/?)) pour obtenir deux C((x'/?))-invariants le sur et le sous p-polygone de
Newton qui permettent d’encadrer le PDN d’une matrice. Nous allons commencer
par faire le lien entre f.p.c. et formes super-irréductibles.

Propriété 5.1. Soit M € M, (C((z'/?))), si M est fp.c. alors elle est super-
irréductible sur C((x'/?)), si M est super-irréductible sur C((z'/P)) elle est f.p.c.
si et seulement si les pentes du PDN de M sont des multiples de 1/p par des
entiers.

La propriété est évidente si v(M) est supérieure ou égale a 1, sinon posons
my(M) = g+ no/n +ni/n*> + . + ng_1/n9. Soient 0 = j; < jo < .-+ < js les
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indices k tels que ny # 0 et §; = —1 —¢/p+ ji/p alors s, 081,...,Bs, Ny, ..., 0y,
sont les parametres de valuation de M si n;, = 0, jo41 = q et si k >1 alors
Yo (B — Bi) = Yl diny, il vient Sy(M) = Tj, 1 ,(M).

Supposons M f.p.c. et posons p, (M) = ¢*+ng/n++n;_; /n?. Pour montrer que
M est super-irréductible il suffit de montrer que ¢ = ¢* et nj, =nj,i=1,...,s.
Soit 7 < s nous considérons deux cas :

Premier cas : ji41 = ji+1 alors S; 1 (M) =T}, —1,(M) =T}, ,
M est f.p.c. v(T}, ,(M)) = 0.

Deuxieme cas : ji4+1 > j; + 1 on se sert de S;(M) : posons

(M) et comme

det(M — \I,) = (—1)"()\"—2 amxn) et a = 1/p(jing + (i — Dy +-- - +nj,_1)
m=0

et b=1+4q/p — ji/p, avec ces valeurs de a et b
Tj—1,p(M) = S;(M) = x*det(z" M — \I,,)

et nous savons que S;(M)|,—¢ est un polynome de C[\] admettant 0 comme racine

d’ordre n — nj, — --- —n;, : cela se traduit par v(am,) +a+ (n —m)b = 0 en
m=mn-—n; — —nj.

Posons o’ = 1/p((j; + 1)no + jini + +2nj,—1+n;,) et b' =1+q/p—(Jn+1)/p
en m=n—n; — - —n; on peut vérifier que

v(am) +ad +(n—m)t =v(a;)+a+(n—-—m)b=0

mais comme z% det(z? M — \,,) = Tj, ,(M) cela se traduit par v(Tj, ,(M)) = 0.
Nous en déduisons que n, =ni, k=0,...,¢g — 1 et ¢ =¢*. En effet j; =0 et
de v(T}, p(M)) = 0 nous déduisons que ¢ = ¢* et ny = ng. Supposons a présent

que ¢ = ¢*, ngp = ng, N1 = nj,...,n, = ny, avec k < g — 2 alors si np41 =0
nécessairement ng1 = ny |, sinon de ¢ = ¢*, ng = nj, n1 =nj,...,ng = ny nous
déduisons que v(Tp p(M)) = v(T1,(M)) = -+ = V(Tkp(M)) = 0 de g1 # 0

nous déduisons que ngy1 = nj, pour une valeur de ¢ et de v(Tj,,p(M)) = 0 nous
en déduisons que ngi1 = ng, . M est donc super-irréductible.

Supposons que M est super-irréductible et que les pentes du PDN de M sont
multiple entier de 1/p alors il existe N f.p.c. telle que M et N sont C((z/?))-
équivalentes. N est donc super-irréductible et C((z!'/?))-équivalente & M, il s’en
suit que puisque les valeurs q,ng,...,nge—1 sont les mémes pour M et N, M et
N ont mémes parametres de valuations s, 31,...,8s,7j,,...,nj,. Soit k < s+ 1
alors pour les mémes valeurs de a > 0 et b > 1, Si,(M) = x%det(a*M — \I,,) et
S(N) = z%det(x* N — AI,,), nous savons trouver deux matrices § et e diagonales &
coefficients rationnels positifs ou nuls telles que det(z°) = det(x€) = 2, z®Mz® =
O(1) et 2° Nz = O(1) alors :

zdet(x® M — \,,) = 2%det (2N — AI,,) + O(a1)

ce qui donne v(Sk(N)) = 0 et Sp(M)|g—g = Sk(N)jz=0; de M f.p.c. nous en
déduisons que Si(N)|z—¢ est un polynéme de degré n —nj, —--- —n;,_, avec 0
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comme racine d’ordre n —nj, —--- —n;,. Comme nous I’avons vu précédemment
Ss41(N)jz=0 est un polynéme de C[)] de degré n — (ng + nj, + --- + n;,) se
déduit de Ss(N)|z—o est un polynéome de C[\] admettant 0 comme racine d’ordre
n — (ng +nj, +---+n;,). Si nous appliquons la propriété de caractérisation des
f.p.c. : N est f.p.c.

Supposons que M est super-irréductible et f.p.c. puisque ses coefficients sont a
valeur sur C((x'/?)) nous avons vu que cela entraine que les pentes du PDN de M
sont des multiples entiers de 1/p.

5.1. Le sous p-polygone de Newton Sousp(M, p)

Définition 5.1. Deux matrices Ny et Ny & coefficients sur C((z'/?)), C((x/?))-
équivalentes et super-irréductibles ont mémes parametres de valuation et donc
méme polygone des valuations, pour une matrice M quelconque & coefficients sur
C((2'/?)), on appelle sous p-polygone de Newton de M (on le note Sousp(M, p))
le polygone des valuations de n’importe qu’elle matrice N : C((z'/?))-équivalente
& M et super-irréductible sur C((z'/?)) : Sousp(M, p) est un C((z'/P))-invariant
différentiel avec les propriétés suivantes :

(i) Soient M € M, (C((z*/?))) et N € M,(Pc), si M est super-irréductible
sur C((z/?)) et v(N) > —1 alors les PDN et PDNA de M + N sont inclus
dans Sousp(M, p).

(i) VM € M, (C((z'/?))) le PDN de M est inclus dans Sousp(M, p).

Démonstration. (i) : Le PDNA de M + N est inclus dans son polygone des valua-
tion : Sousp(M + N, p) et puisque v(N) > —1, M et M + N ont méme polygone
des valuations, M + N est super-irréductible (car Ty ,(M)|z—0 = Th,p(M + N)|z—0
si v(N) > —1 voir [5]) et donc Sousp(M, p) = Sousp(M + N, p).

Soit T € Gl,(Bc) telle que R = T MT — T—19T est f.p.c. alors pour
un entier p’, T = Pz*Q ou P appartient au groupe multiplicatif Gy = {P €
M, (C[z/?"])/detP = 1} a = diag(ay, oz, ..., o) et a; € (1/p)Z et Q appartient
au groupe multiplicatif

Ga = {Q € GL,(C((z"/7)))/Q = Qo + O(z"/7") et Qo € Gl,,(C)}.

En écrivant que T=10T = T~ (OPP )T + Q 'a/zQ + Q~10Q il vient :

T=Y (M + N — (OPP™Y)T = R+ Q 'a/xQ + Q~10Q puis par passage au
déterminant : det(M + N — (OPP~1) = \1I,,) = det(R+Q la/zQ +Q~10Q — \I,,)
v(Q ta/zQ +Q710Q) > —1 et Rest f.pc. donc R+ Qla/zQ + Q~10Q est f.pc.
et son PDNA est le PNDA de R soit le PDN de M +N. v(N — (OPP71)) > —1et
M super-irréductible le PDNA de M + N — (OPP~1) est inclus dans Sousp(M, p).
Comme M + N — (OPP~ 1Y) et R+ Q 'a/zQ + Q~'0Q ont méme PDNA il vient
le PDN de M + N est inclus dans Sousp(M, p).

Le point (ii) se déduit de (i) en choisissant M’ super-irréductible et C((2!/?))-
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équivalente a M et N = 0.

5.2. Sur-polygone de Newton, sur p-polygone de Newton

Donnons la définition suivante :
Définition 5.2. Soit M € M,(Bc), ém sa fonction de valuation, posons
det(M — A1) = (—1)"()\" - Z;é ak)\k) ol a, = 1. Soit J(M) I'ensemble non
vide égal & {j/0 < j < n et ¢m(j) = v(a;) — j}, le sur polygone de Newton
de M est I'enveloppe convexe de I'ensemble Ujc 7(ar)@(j,v(a; — j). Cet ensemble

est contenu dans le PDNA de M, de plus M est f.pc. si et seulement si son sur
polygone de valuation est égal a son polygone des valuations.

Démonstration. J(M) C {0,...,n} donc

n
U Q(j?v(a’j _.7) C U Q(jav(aj _.7)
jeJ(M) j=0

et par passage aux enveloppes convexes il vient : le sur polygone de Newton de M
est inclus dans son PDNA. Si M est f.p.c. alors si s, 61, ..., 85,11, ..,Ns sont les
parametres de valuations de M et ng = 0 les points Ji (M) de coordonnées (zx, yx ),
k=0,....,s00xzr=n—(ng+--+ng) et ypo = —n—+(1+B8g)ng+--+ (14 B )ns
sont les sommets du polygone des valuations de M égal & son PDNA, il suit que
si j = ap val(a;) — j = ¢ (j) done

S
U @G.v(a; —4) > | Qawue)
jeJ(M) k=0

et par passage aux enveloppes convexes le sur polygone de valuation de M contient
le polygone des valuations de M, et puisque le polygone des valuations de M ici
égal au PDNA de M contient le sur polygone de valuation : il y a égalité entre le
polygone et le sur polygone des valuations.

Si le polygone et le sur polygone des valuations d’une matrice M sont égaux,
ces deux polygones sont alors égaux au PDNA de M qu’ils encadrent et M est
donc f.p.c.

La notion de sur polygone de valuations n’introduit pas d’invariants, dans le
cas général, par contre cette notion est intéressante dans le cas ou la matrice M
vérifie v(Sk(M)) = 0 pour tout k, et en particulier si elle est super-irréductible :
cas que nous étudions.

Lemme 5.1. Soit M & coefficients sur C((z'/?)), s,51,...,B8s,11,...,n les pa-
ramétres de valuations de M et ng = 0, si v(Sk(M)) =0 pour k =1,...,s+1
S1(M)|z—o est un polynéme de degré n, Sp.(M)|,—o est un polynéme de degré au
plus égal am —mny — - —ng_1, si k # s+ 1 alors Sp,(M)|,—¢ est un polynoéme
admettant 0 comme racine d’ordre au moins égal a n — (ng + -+ + ng).
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Nous posons det(M — A\I,,) = (—1)" </\" - ZZ;S ckkk) ou ¢, = 1. 51(M) est
le polynéme caractéristique de la matrice 2~ (M)
n.

Posons ¢; = 279 d; olt d;j,— # 0 alors Sg(M)|,—o = (—1)"(PF — ZZZOI PF)
ol sz _ ml(;(:s)—l—ykf1)+(1+5k)(z—£k71)di|zzo>\i7 et ol (l'k =n— (nl 4+ +nk) et
yr = —n+(1+B1)n1 + (1 + B2)na +- -+ (1 + B )ng) Sk(M)|g—o est donc non nul
si et seulement si il existe un entier ¢ pour lequel :

(v(e;) =i —yg—1)+ (1 + Br)(@i — zk—1) = 0.

Soit ¢ un tel indice : alors le point de coordonnées (i, v(c;) — i) est situé sur la
droite passant par Jx_1(M) de coordonnées (xx_1,yx—1) et de coefficient directeur
—(1 4 Bg). Cette droite est la droite (Jy—1 (M), Ji(M)) -ou Ji(M) est le point de
coordonnées (zk,yr)- si k # s+ 1, c’est la droite d’équation y =y, si k = s + 1.

Soit k # 1 :sit > xp_q alors (ppr(t) —yr—1+(1+0k)(t—2k—1)) > 0.Sid > 251
le point (i,v(c;) — @) qui appartient au polygone de valuation de M vérifie donc
v(e;) — i > (i), il vient alors (v(e;) — i — yr—1) + (1 + Br)(i — k) > 0 et par
conséquent PF = 0. Le degré de Si(M) qui est le plus grand i pour lequel PF # 0
est donc inférieur ou égal & xg_1 soit n — (ny + -+ + Ng—1)-

Sik#£s+1:sit<xg alors (ar(t) — ye—1) + (L 4+ Be)(t — xx—1) > 0. Si
i <z le point (i,v(c;) — i) appartenant au polygone des valuations de M vérifie
Iinégalité v(c;) —i > ¢ar(d) il vient alors (v(e;) — i —yx) + (1 + Br)( —xx) > 0
et donc Pik = 0. La multiplicité de la racine 0 de Sk(M)|;—o est au moins égale a
xr =n — (ng + -+ 4+ ng) car c’est le plus petit i pour lequel Pi’c est non nul.

M, c’est un polynome de degré

Propriété 5.2. Nous posons a présent dy, = degré de Sp(M)|y—¢ et oy l'ordre de
la racine 0 de ce polynome alors

diy=n=xzgetxg>di >0 221 2>dy>022>2292>"-2>ds>0,2>7T5 > i1,

On peut voir également que soit dx41 = 0 = Xy, S0it dgy1, 0k, T sont deuz a deux
distincts et que dans ce cas, si M est super-irréductible, alors Br+1 — B = 1/p.

Si di+1 = o alors de o > xp, > dj41 nous déduisons que oy = xp = dj41.
Si dj11 = y, alors nous avons Sy(M),—o = (—1)"(PF — S0 PF) ot

pl,k - [dix(v(ci)*i*yk—1)+(i+ﬁk)(i*$k—1)] \x:O/\i

di+1 = ), entraine que (Pik)m:o # 0 en ¢ = xy, ceci équivaut & (v(¢;) — i — y) +
(1 + Bk)(i — xzr) = 0 sachant que ¢ = xy, il vient v(¢;) — i = yi. Pour i = z;, la
quantité (v(c;) — 4 — yr—1) + (1 + Br)(i — xx—1) est donc égale & (yr — yr—1)+
(14 Bk)(zr — xk—1) si Pon remplace yg, yx—1, Tk, Tx—1 par leurs valeurs en fonction
de ny,...,ns, B1,...,0s 1l vient (yx —yr—1) + (1 + Bk)(zr — z—1) = 0 c’est & dire
Pf # 0 si i = x. Nous en déduisons que oy < x. Sachant que zp < of il vient
T = Of.

Si o, = xy, alors on a (PF)|,_o # 0 pour i = x,. Cela s’écrit (v(c;) —i—yp—1)+
(14 8k)(i —xp—1) =0 ou i =z soit v(¢;) —i = yp—1 — (1 + Br)(xx — Tp—1) = Y-
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Pour i = xj, la quantité (v(¢;) — ¢ — yx) + (1 + Bk)(i — xx) est donc nulle. Il vient
Pf“ # 0 sii =z donc zp < dpy1 sachant que dpy1 < zp il vient z; = dj41.

Nous posons m,(M) =g+ mo/n+---+mg_1/n%, si 0= j; <--- < js sont les
indices j tels que m; # 0 alors en posant js41 =g on a By, = —1 — ¢/p+ jx/p ol
1<k<s+1l,ng=my, oul<k<s Sp(M)=Tj_1,(M),ou2<k<s+1, et
S1(M) = det(x'+t9/PM — \I,,).

Soit h € {0,1,...,q9 — 1}. Nous posons a = 1/p{(h + 1)mg + hmy + - -- +mp}
et b=1+4¢q/p— (h+1)/p et nous appelons k I'unique entier tel que jr < h < jr11
avec cette définition de k il vient

a=1/p{(h+1—ji)m+ (h+1—j)m+--+ (h+1—js)m}
soit
a=((h+1)/p—q/p)(my, +---+my)+(q/p—jl/p)mj, + -+ (q/p — jk/p)my,.

Mais Vk —1— By = q/p — ji/p, ¢m(zr) = —n+ (1 + Bu)ng + -+ (1 + Be)ng,
ng = my,, donc il vient a = (h+1)/p — ¢/p)(n — zx) — dm(zk) — n.

Ty p(M) étant égal & z%det(z®M — \I,,) et v(T},(M)) = 0 on en déduit que
v(e)+a+(n—9)b>0Vie{0,...,n}, Fi€{0,....,n} v() +a+ (n—19)b=0.
En remplacant a,b par leurs valeurs on a Vi € {0,...,n} :

v(e;) =i+ (zr —1)(¢/p— (h+1)/p) — dm(xk) > 0
et
3i € {0,...,n} v(e;) =i+ (zx —i)(g/p— (h+1)/p) — dr(x1) =0

k étant Dentier tel que jr < h < jr41 tout les points de coordonnées (i,v(c;) — )
sont au dessus de la droite Aj, de pente ¢/p — (h + 1)/p passant par J,(M) de
coordonnées (zg, ¢ (zk)). L'un de ces points est sur la droite Ay. Supposons que
Bk — Br+1 = 2/p il vient donc jg41 — jr > 2. Soit h = ji alors jr < h+ 1 < jr11
et —(1+ Brt1) = q/p— jr1/p < q/p— (h+1)/p < q/p—jr/p = —(1+ Br).

Le polygone des valuations de M contient un segment de pente —(1 + Bgi1)
passant par Ji(M) et un segment de pente —(1 + i) passant par Jx (M), c’est
un convexe, la droite A, de pente ¢/p — (h + 1)/p ne peut couper ce polygone
qu'en Ji(M). Or nous savons — de v(Th p,(M)) = 0 — que pour au moins un
indice i le point de coordonnées (i,v(c;) — @) est sur Ay, nécessairement ce point
est Ji(M). Il vient : Ji tel que Ji(M) soit de coordonnées (i,v(c;) — i) ce qui
donne (i,v(c;) — i) = (@, ¢nr(2x)) et donc si i = xy le terme en X' de Sk(M),—o
est différent de 0. L’ordre o}, de multiplicité de la racine 0 de Sy (M)|,—¢ vérifie
donc o < xp, nous savons que o > xj il vient alors o = xp, c’est a dire
O = T = diy1.

Soit j un élément de J(M) alors v(c;)—j = ¢ar(j), comme ¢ps(t) = ys sit < x4
et (par(t) —yr—1) + (14 Br)(t —xp—1) = 0sizp <t < xp_q il vient v(c;) —j = ys
sij<azset (v(iej) —j—yr—1)+ 1+ B)(j —zk—1) =0sizp < j < zp_1.

Si nous appelons Vi (M) (k=1,...,s) et Dy(M) (k=1,...,s+ 1) les points
de coordonnées (o, dar(ox)) et (di, dar(dy)), alors comme o, et dj, sont les plus
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petits et plus grands j tels que soit v(cj) — j = ys si j < x, soit

(v(ej) =3 —yYr—1) + A+ Bx)(j —xk=1) =0

si 7, < j < xk — 1 (car choisis comme valuations et degrés de Si(M)jz—o) le
point de coordonnées (j,v(c;) — j) est soit sur la demi-droite horizontale passant
par Dsy1(M) et & droite de Dyy1(M), soit sur le segment [V (M), Dy(M)] in-
clus dans le segment [Ji(M), Jy—1(M)] (k = 1,...,s) de pente multiple entier
de 1/p, il suit que le sur polygone des valuations de M est ’enveloppe convexe
de (USELQ(dk, oar(dr))) U (U5_,Q(ok, dar(ox))) cest un polygone de sommets
Ds+1(M)a VG(M)vDs(M)a ceey Vl(M)7D1(M) = (n - n)

Supposons & présent M super-irréductible sur C((z'/?)) alors soit Vi (M) =
J(M) = D1 (M) (k=1,...,8) soit Dgy1(M), Jp(M), Vi.(M) sont deux & deux
distincts et les pentes des segments [Dyy1(M),Jp(M)] et des segments
[Ji(M),Vi.(M)] : pentes des segments [Jy41(M), Jp(M)] et [Jp(M), Jp—1(M)],
sont des multiples entiers de 1/p qui different de 1/p. Le PDNA de M encadré par
son sous polygone des valuations de sommets Ji (M) et le sur polygone des valua-
tions de sommets Dgiq(M),Vs(M),Ds(M),...,Vi(M),D1(M) = (n —n)
a sa frontiere qui passe par les segments [V, (M), D (M)] qui, si Vi (M) # Dy (M),
est un segment non dégénéré de pente multiple entier de 1/p, et dans les triangles
(D11(M), Jx (M), Vi(M)). Dans le cas ot Dy11(M), Ju(M), Vi(M) sont deux a
deux distincts il n’ y a pas de points du PDNA sur les segments | Dy 41 (M), Ji(M)]
et les segments [Jx (M), Vi (M)[ (car dans le cas contraire il existe un j tel que
v(cj) —j = om(j) avec dpy1 < j < xp ou x < j < op ce qui est impossible
par construction), la frontiere du PDNA de M passe par le triangle (Dj.1(M),
Ji(M),Vi,(M)) sans passer par les segments |Dyy1 (M), Jp(M)] et les segments
[Jx(M),Vi,(M)[ de pente h/p et (h + 1)/p ot hest un entier, par convexité les
pentes p,,, de la partie du PDNA de M qui passe par le triangle (Dy41 (M), Jx (M),
Vi(M)) verifient h/p < pm < (h+ 1)/p. Les points D (M) (k=1,...,s+1) et
V(M) (k=1,...,s) sont des points de discontinuité des pentes du PDNA de M
ce sont donc des sommets du PDNA de M.

Propriété 5.3. Soit M super-irréductible sur C((z'/?)) et N € M,(Bc) avec
v(N) > —1 alors M et M + N ont méme sur polygone des valuations.

Soient ay, et by >1 les rationnels positifs tels que
Sp(M) = z%det(z" M — \,,)

alors
Si(M + N) = z%det(z" (M 4+ N) — \I,,).

Nous savons trouver une matrice € diagonale a coefficients rationnels positifs telle
que % = det(z*) et xP* Mz* = O(1) il vient Si(M + N) = det(x* Ma —
Az 4 b Nze+), cela donne Sp(M + N) — Sp(M) = O(x'+*(V). Sachant que
v(Sk(M)) = 0 il vient v(Sp(M + N)) = 0 et Sp(M + N)jz=0 = Sk(M)|z—0, le sur
polygone de M est défini par la donnée de s, 31,...,Bs,n1,...,ns et par la donnée
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des degrés et ordres de multiplicité de la racine 0 des polynémes Sy (M)|,—o. 11
vient donc que les sur polygones de Newton de M et M + N sont égaux.

Comme précédemment les points Di(M) (kK = 1,...,8 + 1) et V(M)
(k=1,...,s)sont donc des sommets du PDNA de M+ N dont les pentes multiples
entiers de 1/p sont les pentes des segments [V, (M), Dy, (M)] ou Vi, (M) # Dy(M)
et les pentes non multiples entiers de 1/p passent par les triangles (Dy41(M),
Ji(M), Vi, (M)) sans passer par les segments |Dy11(M), J(M)] et les segments
[Ji(M), Vi.(M)[, ot Dyy1(M), Jx(M), Vi(M) sont deux & deux distincts.

Nous avons montré précédemment que le PDN de M + N est le PDNA de
M + N — (OPP~1) ol P appartient au groupe multiplicatif

Gy = {P € M,(C[z'/?'])/detP =1}

et p entier, N — (OPP~1) = N’ avec v(N’) > —1, nous en déduisons que les points
Di(M) (k=1,...,s+1) et V(M) (k=1,...,s) sont donc des sommets du PDN
de M + N dont les pentes multiples entiers de 1/p sont les pentes des segments
[Vi(M), Dp,(M)] ou Vi,(M) # Dy(M) et les pentes non multiples entiers de 1/p
passent par les triangles (Dyy1(M), Jp(M), Vi (M)) sans passer par les segments
|Dis1 (M), J(M)] et les segments [Jx (M), Vi(M)[, ot Dy11(M), Jpu(M), Vi,(M)
sont deux a deux distincts.

Si l'on choisit N = 0 alors les points Di(M) (k = 1,...,s + 1) et Vi (M)
(k = 1,...,s) sont donc des sommets du PDN de M : ce sont des invariants
différentiels, il en résulte que le sur polygone de valuation de deux matrices V7 et
N, super-irréductibles sur C((z'/?)) et équivalentes sont égaux.

Définition 5.3. Pour toute matrice M dans M,,(C((x'/?)) on appelle sur p-poly-
gone de Newton, noté Surp(M, p), le sur polygone de valuation commun & toute
matrice N super-irréductible et C((z'/7))-équivalente & M : c’est un C((z/?))-
invariant contenu dans le PDN de M.

6. Polygone de Newton algébrique d’une matrice super-irréduc-
tible, algorithme de cassure des pentes du polygone de Newton

Définition 6.1. Soit M € M, (C((z'/?))) avec
mp(M) = q+no/n+ - +ng_1/n’

k un entier tel que 0 <k < q—1et p,(M) =qg" +ni/n+---+n;_;/n? M sera
dite k-réduite si ¢ = ¢*, n; = n; pour i < k et ngy1 > ny,,, on conviendra de dire
qu’elle est g-réduite si elle est super-irréductible.

Soient 0 = j; < jo < --+ < j, les indices r tels que n, # 0, convenons de plus
que js+1 = g, soient 3; = —1 — q/p + j;/p alors s, B1,...,8s,n1,...,n sont les
parametres de valuation de M.

Soit 0 < k < ¢ — 1, dans ce qui suit nous supposons M k-réduite et appelons 4
le plus grand indice tel que j; < k de sorte que j; < k < j;4+1 alors les ¢ premieres
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pentes du polygone des valuations de M sont les ¢ premieres pentes de Sousp(M, p).

Soit N super-irréductible et C((2'/?))-équivalente & M, soit t < i+ 1, by =
—1—q/p+ji/petar = _yn; (B:—Br) > 0ot on convient que nj, = 0;sii+1 <
s+ 1 alors by < —1 et puisque les ¢ premieres pentes du polygone des valuations de
M sont les i premieres pentes de Sousp(M, p) alors, pour les mémes valeurs de a;
et by Sy (M) = z%det(z=" M — \,,) et S;(N) = z%det(x =% N — \I,,), nous savons
trouver deux matrices J; et €; diagonales & coefficients rationnels positifs ou nuls
telles que det(x%) = det(z) = 2% =% Mz’ = O(1) et 7% Nz = O(1) nous
en déduisons que : z%det(x =% M — \I,,) = x%det(x~% N — AL,) + O(x~%~1) d’ott
il vient St(M)\a::O = St (N)\m:O et donc

Dy(M) = Dy(N),Vi(M) = Vi(N),..., Diz1(M) = Di11(N), Vi1 (M) = Vi1 (N).

Surp(M, p) et le sur polygone des valuations de M coincident pour les abscisses
supérieures & celle de V;11(M) soit 0;41; si i+ 1 = s+ 1 alors ¢ = ¢*, ng =

NGy ..., N = Nf €6 Npy1 = Npyo = -+ = Ng—1 = 0 M est nécessairement super-
irréductible et son sur polygone des valuations est Surp(M, p). Donc M est super-
irréductible ou & partir de ’abscisse x; = n —n;, — --- —ny, : le sur polygone

des valuations de M et Surp(M, p) coincident, le polygone des valuations de M et
Sousp(M, p) coincident.

Nous avons montré précédemment que le PDN de M est le PDNA de
M + N’ avec v(N') > —1. Soit ¢ < 7 alors pour les mémes valeurs de a; et b;
zdet(x= M — \I,,) = S; (M), z%det(z% (M + N') — M\,,) = S¢(M + N'), nous
savons trouver deux matrices d; et ¢; diagonales a coefficients rationnels positifs ou
nuls telles que det(z%t) = det(z%) = 2%, 2= Ma% = O(1) et 7% Nz = O(1)
nous en déduisons que :

z*det(z~" M — AI,) = a®det(z~" (M + N') = Al,) + O(z "7 1).

Si Dy(M) # Vi(M) alors Surp(M,p) et Sousp(M,p) ont une frontiere commune
portée par le segment [V;(M), Di(M)] qui porte donc la frontiére du PDNA de
M et du PDN de M. Si Dyy1 (M), I;(M), Vi:(M) sont deux & deux distincts alors
il existe h entier tel que la pente de [Dyy1 (M), I:(M)] est h/p et la pente de
[I;(M), Vi(M)] est (h 4+ 1)/p. On appelle di, x¢,v; les abscisses respectives de
Dy1(M), Jy(M), Vi (M) et yq 'ordonnée de Dyy1(M); Ji(M) et Vi(M) ont alors
pour ordonnées respectives :

ya + (h/ip)(ze — di) et ya+ (h/ip)(xe — di) + ((h + 1) /ip) (v — )

et A la distance entre un point H situé sur le segment [D;y1(M), I;(M)] ou sur
le segment [I;(M), V;(M)] et un point B de méme abscisse situé sur le segment

[Dyy1 (M), Vy(M)] est maximum en H = J,(M) et vaut A, = 1 Le=ed@e=dd) o))

p vy —dy
pose X =v; —xy et Y = xy — dy, alors Ay = %)?(J:;, < %XZY = ”Q;)dt < n/4p.
La relation z%det(z =% M — \I,,) = x%det(z =% (M + N') — AI,,) + O(x~b~1)
indique que deux points de méme abscisse de la frontiere du PDNA de M et du
PNDA de M+ N’ (le PDN de M) sont soit égaux ou sont de distance supérieure ou
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égale a bi—1; deux tels points sont astreints & passer par les segments [V (M), D, (M)]
ou par les triangles (Dyy1(M), Jo (M), Vi(M)) donc si by — 1 > A, pour tout ¢ ces
deux points ne peuvent étre qu’égaux et la frontiere du PDNA de M et du PDNA
de M + N’ (le PDN de M) sont confondues au dela de l'abscisse ; si i < s,
entierement confondus si M est super-irréductible.

Une condition suffisante pour que b, — 1 > A; pour tout ¢ est

sii<sl4+q/p—ji/p—1>n/dp soit (¢ — j;) >n/4
et si M est super-irréductible c’est 1+ q/p — js/pl > n/4p soit (¢ — js) > n/4.

Lemme 6.1. Soit M € M, (C((x'/?))) et M k-réduite (resp. super-irréductible),
sotent s, 01, ..., 0s,m1,...,mg les paramétres de valuation de M et j; définis par
Bi = —=1—gq/p+ji/p (ot v(M) = =1 — q/p), on pose de plus js+1 = q nous
appelons i Uentier tel que ji, < k < jig+1-

Sous la condition suffisante (q—ji,) > n/4 (resp. (¢—ji,) > n/4) alors le PDN
de M et le PDNA de M sont confondus au dela de l’abscisse x;, = n—mi—---—m;,
(resp. sont égaux).

Si cette condition suffisante n’est pas respectée alors nous considérons z ="M
ol h est un entier «assez grand» et comparons le PDN de 2 ="M & celui de M.

Soit M une matrice sur un corps K et un vecteur ¢ de K", considérons le
plus grand entier p tel que e, Me, ..., MP~'e soit un systéme libre, alors l’es-
pace vectoriel engendré par e, Me, ..., MP~'e est stable par Iapplication linéaire
f/f(e) = Me et de dimension p, on dit que cet espace est invariant cyclique et
que e est cyclique pour cet espace. Dans la base e, Me, ..., MP~le, appelée base
cyclique de I associée a e, d’un sous espace invariant cyclique I 'application f
a pour matrice la matrice compagnon C de derniere ligne (co, ..., cp—1) ol les ¢;
sont tels que MPe = 3P~ ¢;M'e. La théorie des diviseurs élémentaires (cf. [11])
montre que K" =11 I, & --- P I; ou I, I, ..., I sont cycliques invariants. Si
e; est un vecteur cyclique de I; alors si T est la matrice de passage de la base B
union des bases cycliques de I; associées a e; alors T~'MT = diag(C1, Cs, ..., Cj)
ol chaque C; est une matrice compagnon. Soit & présent K = C((z'/?)), B une
telle base pour M et T sa matrice de passage alors :

T 'a™"MT —T7'0(T) = diag(z™"C4, ..., 27 "C,) + O(z") ott v = val(T~'O(T)).

Considérons le cas o det(M) # 0 :

Le PDN de ="M est donc le PDN de N = diag(z~"Cy,...,27"C,) + O(z?)
pour chaque C; nous savons qu’il existe une matrice y; a coefficients rationnels
telle que x 77 Cjx" — ~,; /x est f.p.c., soit v = diag(v1, 72, .. .,7s) alors

t7 YNz —~/x = diag(z™ Mz "Cra" — 1 /z, ..., a7 a2 "Coax)s —, /2)+0(z®)

ol w = v+ min; ;(v; — ;).
Remarquons que si s;, 8i1,..., 85N 1,-.-,Nis sont les parametres de va-
luation de =7 Cyx" — ~;/x alors s;, —h + Bi1, ..., —h + Bis;yMil, .- Nis; SONt

3
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les parametres de valuation de ™"z "C;z" — ~; /x (ceci est vrai car C; est in-
versible) qui est f.p.c. (il suffit de considérer la propritété de caractérisation des
f.p.c. pour le voir) il suit que

diag(z M2 "Cia" — i /z, .. a7 T MO — v, /)
est f.p.c. de parametres de valuation s,—h + (y,...,—h + Bs,n4,...,ns OU
$,081,...,0s,n1,...,ns sont les parametres de valuation de diag(z~ " Cia" —v /x,

.o, &7 CsxYs — g /x) (il suffit de considérer la propriété de caractérisation des
f.p.c. pour le voir).

Choisissons & présent —h < w alors £~ YNz — v/x a mémes parametres de
valuation que diag(z ="z "Cia™ — vy /..., o V" "CoxYs —~, /) soient s, h +
Biy- -y h+Bs,n4,. .., ng (ceci découle du fait que chaque colonne de x =Yz ~"C;z7i —
~;/x est de valuation inférieure & —h et que nous ajoutant & ces colonnes des co-
lonnes de valuation w).

Soit € diagonale a coefficients rationnels positifs telle que :

Si(diag(z= "z "Cra™ = Jx, ... a” a T "C — v, /x))
= det(z~ =M diag(z= 1 a~"CLa" — vy /2, ..., a7 VxR OgaYs — g Jx) 2 — Apr)

alors
Sk(xT "Nz —v/x)
= det(z~ M diag(z= "z "Cra — i /x,. .. a7 e r T Coae — A, Jx) 2t
— g€k +O(m—ﬁ3k+h+w>)
d’out 'on déduit que :
Si(z™ "Nz —~/x)
= Sy (diag(z Mz "Cra™ —~y/x, ... a7 T O — v, /2)) + O(zVTh)

ce qui entraine que x~YNzx” — v/x est f.p.c. de parametres s,h + B1,...,h +
Bs,n1,...,ns en utilisant la propriété de caractérisation des f.p.c.

11 vient : les pentes du PDN de ="M sont égales au pentes du PDNA de
diag(x= " Cra" —y1/z, ..., 27 = Csa™ — v5/x) auxquelles on ajoute h, mais cette
derniére matrice f.p.c. a méme PDNA que diag(z="Cyz", ..., 7= Csz7*) qui a
méme PDNA que diag(C1,...,Cs) qui a méme PDNA que M.

Nous avons montré que pour toute matrice M inversible et h assez grand le
PDN de ="M se déduit du PDNA de M en ajoutant h aux pentes du PDNA
de M.

Considérons le cas ol det(M) # 0 :
Soit z € P¢ non nul et soit T' = zI,, alors pour tout h > 0 T~ (x="M)T —

T=19T = &= "(M — 2" EL2 [, Posons det(M — AL,) = (—1)"(A\" — S0 ai\Y)
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alors
de- B, ) < (v LY (3 el

= (—1)"(/\" — g ai)f) +0(z")

= det(M — \I,,) + 0(z").

Pour former le PDNA de M — xh@ les termes a;\* apportent contribution
Q(i,v(a;) — i) et 0(z") la contribution Q(i,h — i) qui devient négligeable si h >
ho = max(v(a;))i<i<n—1. Si h > hg Mf:ch% et M ont méme PDNA. Il existe
une valeur hy > hg a partir de laquelle le PDN de x_h(M — xhdzéi) inversible

a pour pentes celles du PDNA de M — xh% ajoutées de h. D’autre part il est

hdz/%'lx soit inversible. Pour

toujours possible de choisir h > hj et z pour que M — =z
de telles valeurs de h et z, le PDN de 2" (M — mhd’zéi) inversible a pour pentes
celles du PDNA de M — xhdzii ajoutées de h, le PNDA de M est le PDNA de
M — xhd'zéi, et le PDN de 2= "(M — xh@) est le PDN de M (ces matrices

sont equivalentes). Nous concluons :

Propriété 6.1. Pour toute matrice M et h assez grand le PDN de x ="M se déduit
du PDNA de M en ajoutant h auz pentes du PDNA de M.

Soit M k-réduite considérons ="M alors ="M est également k-réduite si
h est positif (en effet T; ,(M) = T;,(x="M)) et si v(M) = —(1 + ¢/p) alors
v(z7"M) = —1 — (q + hp)/p. Choisissons h > h; olt h; est la valeur de h &
partir de laquelle la Proposition 6.1 est vraie, si s,81,...,08s,n,,...,n;, sont
les parametres de valuation de M alors s,h + B1,...,h + Bs,nj,,...,n;, sont les
parametres de valuation de =" M. Si i est le plus grand indice tel que j; < k et si
(q+ph—j;) > n/4 alors nous savons que la frontiere du PDNA et du PDN de z ="M
sont confondues au dela de 'abscisse z;. Choisissons h tel que (¢ + ph — j;) > n/4
alors les pentes du PDNA de ="M sont les pentes du PDNA de M ajoutées de
h : pour le voir il suffit de considérer :

n—1
det(M — M) = (—1)" (A” -3 ak)\k>
k=0
et .
det(z™"M — ) = (—1)”()\" 3 aimh(i_")/\i)
=0

les pentes du PDN de ="M sont les pentes du PDN de M ajoutées de h. On en
déduit que la frontiere du PDNA et du PDN de M sont confondues au dela de
I'abscisse x;.
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Si M est super-irréductible ="M n’est pas nécessairement super-irréductible
mais k-réduite jusqu’a l'ordre k£ ou k = js, comme précédemment on en déduit
que la frontiere du PDNA et du PDN de M sont confondues au dela de I'abscisse
Tg, en deca de l'abscisse x4 le sur et le sous p-polygones de Newton de M sont
confondus et de pentes nulles, les propriétés d’inclusion dans les sur et les sous
p-polygones de Newton de M assurent alors que le PDN de M est le PDNA de M
sont égaux. Nous résumons ces résultats :

Théoréme du douanier. Soit M € M, (C((z/?))) avec my(M) = q+no/n+ +
ng—1/n?, k-réduite sur C((z'/?)) de parameétres de wvaluations s,[1,. .., Bs,
Njy,y...,n;, (oU les j; sont les indices t tels que ny # 0) si i est le plus grand
indice tel que j; < k alors le PDN et le PDNA de M sont de frontiéres confondues
a partir de l'abscisse x; =n—mnj, —--- —n;, . Si M est super-irréductible le PDN
de M est le PDNA de M.

Cette proposition permet de simplifier les algorithmes de calcul des exposants
formels d’un systeme en n’utilisant que des matrices partiellement irréductibles
et surtout sans ramifications supplémentaires que celles nécessaires aux étapes
M devient M — Ax™" de cet algorithme. Détaillons cet algorithme : soit M €
M, (C((x'/?))) nous calculons une forme 0O-réduite et équivalente & M soit M,
puis nous calculons le polynome caractéristique de My ce qui permet d’obtenir les
pentes du PDNA de M et si vy est la valuation de M les plus grandes pentes
du PDN de My qui sont soit vg — 1 soit toutes les pentes comprises entre vy — 1
et vg — 1 — 1/p (non inclus) si p; est 'une de ces pentes nous sommes conduit &
changer My en My — axz=P1~1 ot M; est équivalente & My, 'algorithme pour le
faire est le suivant : se placer sur le corps C((z'/*7)) ot p; est multiple entier de
1/kp (ramification introduite par p;) dans I’ordre des pentes p; est la ™ nous
calculons donc une forme t-réduite sur C((x'/*P)) et équivalente & My, soit M,
ol t = —k(v1 — p1), « est choisi alors comme racine de S;(M;). Soit M,, une
matrice obtenue & une étape de lalgorithme M,, est t,,-réduite sur C((x'/"P))
et t,, = —h(v1 — Pm) Pm est la pente du PDNA de M,,_;1 a partir de laquelle
est construite M,, cette pente est la j,,'*™¢ de M,,_; nous changeons M,, en
M,, — apmz P! oll —q, est racine de S, (M,,) puis nous calculons une matrice
M1 timy1-réduite et équivalente a M, — amx Pm~L: cela revient & calculer une
matrice tpy,1-réduite a partir d’une matrice déja t,, — 1-réduite, t,,11 est I'ordre
de réduction & partir duquel apparait un m+ 1™ parametre de valuation non nul,
puis nous calculons le polynoéme caractéristique de M,,+1 ce qui permet d’obtenir
les pentes du PDNA de M,,+1 et, nous le savons, les pentes du PDN de M,
jusqu’a v; — 1 — t;,41 (non inclus) ete. . .
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7. En guise de conclusion

Les formes super-irréductibles apparaissent donc comme un outil riche de ré-
sultats théoriques et permettent des algorithmes pertinents, cet article est le pre-
mier pas d’une théorie des formes super-irréductibles encore a développer et qui
doit pouvoir s’appliquer a toute partie de la théorie des opérateurs linéaires ou
non-linéaires ol le polygone de Newton est sous-jacent citons quelques domaines
possibles d’application : résolution des valeurs propres de A(z) (polygone de Pui-
seux), valeurs propres d’opérateurs différentiels, systémes aux differences, systemes
de Pfaff etc. ..
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