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Summary. In this paper we define canonical forms of the matrix M of the linear differential
equation (S) : dY

dx
= MY , such taht the Newton polygon of the characteristic polynom of M is

equal to the Newton polygon of (S), we use super-irreducible forms to introduice two invariant
polygons : the upper and the lower Newton Polygon. We prove that the Newton polygon of the
characteristic polynomial of a super-irreducible form is equal to the Newton polygon, and use
«partially super-irreducible matrix» to compute the exponential part of formal solutions.
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1. Notations

• Dans cet article, C[[x]] est l’anneau des séries formelles «en x» à coefficients
dans le corps des nombres complexes C.

• C((x)) = C[[x]][x−1] est le corps des fractions de C[[x]].
• Si p est un entier C((x1/p)) est le quotient C((x1/p)) = C((x))[Y ]/(Y p−x) où

(Y p − x) est l’idéal engendré par Y p − x.
• PC est le corps des séries de Puiseux à coefficients sur C.

On a PC = (
⋃∞

i=0 C((x1/i)))/R où R est la relation définie par s1Rs2 si et
seulement si π(s1) = π(s2) où π est l’application telle que π(s) = s si s = s0 ∈
C, et si s∈ C((x1/i)) et s =

∑∞
k=ik0

sk(x1/i)k alors on appelle j le plus grand
diviseur de i tel que {k ∈ Z/sk 6= 0} ⊂ jZ on alors s =

∑∞
p=(i/j)k0

spj(x1/i)pj

et π(s) est l’élément de C((xj/i)) égal à
∑∞

p=(i/j)k0
spj(xj/i)p.

• Tout élément de PC peut être écrit s = xµ
∑∞

k=0 sk(x1/i)k où s0 6= 0, on
appelle alors µ la valuation de s et on la note v(s) = µ, on note v(0) = +∞.

• Si Y est un vecteur colonne (i.e. Y =t (Y1, . . . , Yn)) avec Yi ∈ PC on note
v(Y ) = min1≤i≤n(v(Yi)).

• Si M est une matrice carrée d’ordre n à coefficients Yij dans PC, on note
v(M) = min1≤i≤n,1≤j≤n(v(Yij)).
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• Si K est un corps Mn(K) est l’anneau des matrices carrées d’ ordre n à
coefficients sur K, Gln(K) est le groupe multiplicatif des matrices inversibles
de Mn(K).

• Si M1, . . . , Ms sont des matrices de Mn1(K), . . . , Mns
(K) avec

∑s
i=1 ni = n

alors diag(M1, . . . , Ms) désigne la matrice de Mn(K) diagonale par bloc de
ième bloc diagonale Mi.

• In est la matrice identité d’ordre n.
• Suivant le contexte O(xp) désigne une série formelle, vecteur ou matrice de

valuation supérieure ou égale à p.

2. Introduction

Pour une équation différentielle linéaire scalaire, à coefficients sur C((x)), il
existe une méthode de réduction, ou de calcul de la partie exponentielle des
solutions formelles basée sur un algorithme de cassure des pentes du polygone
de Newton (voir plus loin), qui a été utilisée par le logiciel DESIR, et initiée
dans un article de B. Malgrange [1]. En ce qui concerne les systèmes différentiels
linéaires à coefficients sur C((x)), on peut en théorie se ramener à une équation
différentielle en utilisant le lemme du vecteur cyclique [2]. Cependant dans [3],
Hilali montre que quand les coefficients de l’équation différentielle linéaire associée
à un système différentiel sont polynômiaux, ils sont de haut degré même si le
système différentiel de départ est polynômial de bas degré, et il apparâıt que
des méthodes «directes» (sans passage à une équation différentielle) doivent être
mises en œuvre pour éliminer cette complexité. Pour peu que l’on sache par un
algorithme «simple» obtenir le polygone de Newton d’un système différentiel, on
peut facilement mettre en œuvre la méthode de cassure des pentes du polygone
de Newton pour calculer la partie exponentielle des solutions formelles, en effet le
changement d’inconnue y = e−αt−q

z où tp = x se traduit par changer la matrice
M(x) du système différentiel en ptp−1M(tp)− αqt−q−1In. Dans [4] Hilali propose
pour calculer le polygone de Newton d’un système différentiel un algorithme basé
sur le calcul d’une forme super-irréductible, développée par l’auteur et Hilali dans
[5], il calcule une forme super-irréductible S(x) équivalente différentiellement (voir
plus loin) à la matrice du système M(x), puis il montre qu’après une ramifica-
tion arbitraire et assez grande tp = x, une forme super-irréductible équivalente
différentiellement à ptpS(tp), soit R(t), est telle que le polygone de Newton du
polynôme caractéristique de R est égal au polygone de Newton du système de
matrice M(x). Cette méthode présente un défaut important : elle calcule tout le
polygone de Newton ce qui n’est pas nécessaire pour obtenir les parties exponen-
tielles des solutions – à chaque étape de l’algorithme de cassure de ses pentes seule
la connaissance des plus grandes est nécessaire – de plus la ramification arbitraire
bien que limitée multiplie le degré des coefficients de R par p. Barkatou dans [6]
utilise implicitement une décomposition de la matrice du système différentiel sui-
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vant les pentes du polygone de Newton de la manière suivante : Il calcule l’invariant
de Moser [7] d’un système différentiel (ce qui revient à commencer le calcul d’une
forme super-irréductible), il obtient un système de matrice 1

xq+1 (N0 + xN1 + . . . )
et considère les deux cas qui suivent :

– N0 a au moins deux valeurs propres distinctes : il y a réduction de l’ordre du
système de la manière suivante : si N0 = diag(P1, P2) où P1 et P2 n’ont pas
de valeurs propres communes alors après un changement d’inconnue y=Tz le
système dy

dx = Ny devient dz
dx = 1

xq+1 diag(Q1, Q2)z avec Q1 = P1 + O(x) et
Q2 = P2+O(x). T est à priori la peu algorithmique série In+xT1+. . . et peut
être remplacée pratiquement par le polynôme matriciel In + xT1 + · · ·+ xsTs,
avec s = qn.

– N0 = λIn + P où P est nilpotente : après le changement d’inconnue y =
e−

λ
q t−q

z le système dy
dx = Ny devient dz

dx = 1
xq+1 (P + O(x)), il calcule l’inva-

riant de Moser du système en z, il obtient un système de matrice 1
xq′+1 (N ′

0 +
xN ′

1 + . . . ) où q′ < q. Si q′ < 0 alors le système admet n solutions formelles
indépendantes exprimées matriciellement sous la forme xRφ(x) où R ∈ Mn(C)
et φ ∈ Gln(C[[x]]). Si q′ > 0 alors si N ′

0 n’est pas nilpotente il montre que
q′ < q : il a réduit q, le rang de Poincarré du système, si N ′

0 est nilpotente alors
après une ramification adéquate x = tp et calcul de l’invariant de Moser du
système de variable t il obtient un système de matrice 1

tq′′+1 (N ′′
0 + tN ′′

1 + . . . )
où N ′′

0 a au moins deux valeurs propres distinctes (rang de Katz [8], [9]) il est
ramené au premier cas.

En combinant ces deux cas, il se ramène après une succession de changements
d’inconnues y = e−

λ
q x−q

z, y = (In +xT1 + . . . )z et de réductions au rang de Moser
à un système de matrice diag(M1,M2, . . . , Ms) où Mi est d’ordre 1 ou de valuation
supérieure ou égale à 1 : dans le premier cas on a une équation différentielle sca-
laire d’ordre 1 qui se résoud facilement par quadrature, dans le deuxième cas on a
un système dont on a vu qu’il admettait des solutions formelles indépendantes ex-
primées matriciellement sous la forme xRφ(x) où R ∈ Mm(C) et φ ∈ Glm(C[[x]]).
Le principal défaut de cet algorithme consiste dans les opérations de réductions de
l’ordre du système (premier cas) qui augmentent la complexité des coefficients de
la matrice du système, cela d’autant plus que l’on opère des ramifications. Nous
présentons dans cet article un algorithme, pour obtenir la partie exponentielle des
solutions formelles, qui à la fois évite les ramifications arbitraires et les opérations
de bloc-diagonalisation. Cet algorithme est basé sur un théorème qui montre que
le polynône caractéristique d’une forme super irréductible a pour polygone de
Newton : le polygone de Newton du système différentiel, pour le démontrer nous
introduirons différentes notions : les formes polygonales compatibles (plus fortes
que les formes super-irréductibles mais qui existent en général sur Mn(C((t))) où
tp = x ), deux polygones invariants qui encadrent le polygone de Newton d’un
système différentiel le sur et le sous p-polygone de Newton, puis nous montrerons
comment l’utilisation de formes partiellement super-irréductibles permet d’obtenir
la partie exponentielle des solutions formelles. Avant de démontrer ce théorème et
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d’introduire ces notions, nous allons rappeler quelques résultats et définitions.

3. Polygone de Newton, solutions formelles d’un opérateur diffé-
rentiel linéaire, algorithme de cassure des pentes du polygone
de Newton, systèmes différentiels et vecteurs cycliques, formes
super-irréductibles

3.1. L’algèbre non commutative PC[∂]

Définition 3.1. Sur PC on définit l’opérateur C-linéaire ∂ qui à un élément s =∑+∞
k=pv(s) skx

k
p associe ∂(s) =

∑+∞
k=pv(s)

k
pskx

k
p−1 = ds

dx (dérivée de s), ∂ a la
propriété ∂(s1s2) = s1∂(s2) + s2∂(s1).

Définition 3.2. Opérateur a∂ : si a appartient à PC c’est l’opérateur qui à s de
PC associe a∂(s).

Définition 3.3. Opérateur ∂a : si a appartient à PC c’est l’opérateur qui à s de
PC associe ∂(as).

Propriété 3.1. ∂a = a∂ + da
dx où da

dx désigne l’opérateur qui à s associe s da
dx .

Définition 3.4. Opérateur ∂n (n entier) : c’est l’identité de PC si n = 0, et si
n > 0 c’est ∂ ◦ ∂n−1.

Définition 3.5. PC[∂] est l’ensemble des opérateurs
∑n

k=0 ak∂k où les ak appar-
tiennent à PC, cet ensemble possède une structure d’algèbre non commutative. Si
an n’est pas nul alors on dit que

∑n
k=0 ak∂k est d’ordre n. On appelle les ak les

coefficients de
∑n

k=0 ak∂k.

3.2. Polygone de Newton d’un élément de PC[∂]

Dans la suite on notera PDN pour polygone de Newton.

Définition 3.6. Le PDN de
∑n

k=0 ak∂k est l’enveloppe convexe de⋃n
k=0 Q(k, v(ak)− k) où Q(k, v(ak) − k) est l’ensemble {(x, y) ∈ (R)2/x ≤ k et

y ≥ v(ak)} si ak n’est pas nul, l’ensemble vide sinon.

Propriété 3.2. Si an est différent de 0 l’intersection du PDN de
∑n

k=0 ak∂k avec
le demi-plan {(x, y) ∈ R2/x ≥ 0} est égal à

{(x, y) ∈ R2/n ≥ x ≥ 0 et y ≥ φ(x)}
où φ est affine par morceaux, convexe, croissante et continue. Les valeurs des
pentes du graphe de φ sont appelées pentes du PDN, leur ensemble est fini. Si p
est une pente du PDN l’ensemble (φ′)−1(p) est un intervalle dont les extrémités
sont des entiers inclus dans [0, n], la longueur de cet intervalle est appelé longueur
de la pente p.
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3.3. Algorithme de cassure des pentes du PDN d’un élément de PC[∂]

Si un élément L =
∑n

k=0 ak∂k de PC[∂] est à coefficients sur des séries de rayons
de convergences non nuls, l’équation L(y) = 0 est une équation différentielle dans
le champ complexe, l’équation différentielle qui s’en déduit par le changement
d’inconnue y = eΛz où Λ ∈ C[x−

1
q ] n’a pas de terme constant et q est entier, est

l’équation
∑n

k=0 ak

(
∂ + dΛ

dx

)k(z) = 0.

Définition 3.7. Pour un opérateur L =
∑n

k=0 ak∂k de PC[∂] nous dirons que
l’équation P (z) =

∑n
k=0 ak

(
∂ + dΛ

dx

)k(z) = 0 se déduit par le changement d’incon-
nue y = eΛz dans l’équation L(y) = 0. On dira que eΛ est un exposant formel de L
si l’équation différentielle qui se déduit de l’équation L(y) = 0 par le changement
d’inconnue y = eΛz a pour opérateur associé un élément P de PC[∂] dont le PDN
possède une pente nulle et si Λ ∈ C[x−

1
q ] n’a pas de terme constant et q est entier.

Il existe un nombre fini d’exposants formels pour un opérateur différentiel, leur
nombre est au plus égal à l’ordre de l’opérateur.

3.4. Algorithme de cassure des pentes du PDN d’un élément de PC[∂]

Définition 3.8. Si pk est une pente du PDN d’un opérateur différentiel d’ordre n,
L=

∑n
k=0 ak∂k nous posons L(λ, pk)=

∑n
k=0 ak

(
∂ + d(λx−pk )

dx

)k =
∑n

k=0 bk(λ, x)∂k,

alors si b0(λ, x) =
∑+∞

j=µ b0,j(λ)x
j
p où p est entier et b0,µ(λ) 6= 0, le polynôme

caractéristique associé à pk est b0,µ(λ).

Propriété 3.3. Si pi et ni sont les suites des pentes par ordre décroissant et des
longueurs de pentes correspondantes du PDN de L, pk une pente quelquonque,
alors le polynôme caractéristique associé à pk a exactement nk racines non nulles
et son degré est n − n1 − · · · − nk−1si k > 1 et n si k = 1, si α est une racine
d’ordre ok inférieur ou égal à nk du polynôme caractéristique associé à pk alors :
les pentes du PDN de L(α, pk) strictement supérieures à pk sont celles du PDN de
L avec les mêmes longueur, si n−n1− · · · −nk−1−ok n’est pas nul, alors la kième

pente du PDN de L(α, pk) est pk de longueur n− n1 − · · · − nk−1−ok, le PDN de
L(α, pk) admet des pentes de longueur strictement inférieures à pk et la somme
de leurs longueurs est ok.

Présentons l’algorithme de cassure des pentes du PDN : nous allons le décrire
à l’aide d’une arborescence. Soit L =

∑n
k=0 ak∂k avec an 6= 0.

L sera le sommet de l’arborescence. Nous construisons l’ensemble des suivants
de L : S(L).

– Si le PDN de L a une seule pente qui est nulle alors S(L) = ∅. L’arborescence
se limite à un seul sommet : L.

– Si le PDN de L possède des pentes non nulles, nous appelons p sa plus grande
pente non nulle, et R(L) l’ensemble des racines du polynôme caractéristique
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associées à la pente p.
Remarque : éventuellement 0 ∈ R(L).
S(L) est l’ensemble S(L) =

{ ∑n
k=0 ak

(
∂ + d(αx−p)

dx

)k
/α ∈ R(L)

}
. Nous joi-

gnons alors L à chaque élément par un arc de poids (α, x−p) (voir figure I).

Figure I

Plus généralement M étant un sommet de l’arborescence autre que L, M est at-
teint par un arc de poids (β, x−p) (β ∈ C, q ∈ Q) nous définissons S(M) l’ensemble
des suivants de M de la manière suivante :

– Si le PDN de M n’a pas de pente inférieure à q strictement autre que la pente
nulle, alors S(M) = ∅. M est une terminaison de l’arborescence.

– Sinon on pose M =
∑n

k=0 bk∂k où bn 6= 0 et nous appelons r la pente du
PDN de M immédiatement inférieure à q et R(M) l’ensemble des racines du
polynôme caractéristique associé à la pente r.

Nous posons alors S(M) =
{ ∑n

k=0 bk

(
∂ + d(αx−r)

dx

)k
/α ∈ R(M)

}
. Nous joignons

alors M à chaque élément
∑n

k=0 bk

(
∂ + d(αx−r)

dx

)kpar un arc de poids (α, x−r).
Donnons une interprétation de cette arborescence en termes d’équations diffé-

rentielles :
– Interprétation d’un chemin :

L
(α1,x−r1 )−→ L1

(α2,x−r2 )−→ . . .
(αi,x

−ri )−→ Li . . .
(αs,x−rs )−→ Ls.

L’existence d’un tel chemin signifie que Ls se déduit de L après le changement
de fonction y = e

∑ n
i=0 αix

−ri dans l’équation différentielle L(y) = 0. Remar-
quons que par construction de l’arborescence la suite ri est décroissante.

– Cas où Ls est une terminaison de l’arborescence : Par construction de l’ar-
borescence du PDN, Ls a une pente nulle, cela signifie que eΛ avec Λ =∑n

i=0 αix
−ri est un exposant formel de l’équation différentielle L(y) = 0. A

chaque terminaison Ls, on peut donc associer un exposant formel de l’équation
L(y) = 0. Remarquons que si M et N sont deux terminaisons de l’arbores-
cence, les exposants formels qui leur sont associées sont distincts, par construc-
tion même de l’arborescence.
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On démontre (voir [10]) que l’arborescence est finie : on obtient par cet algorithme
l’ensemble fini des exposants formels d’un opérateur différentiel linéaire.

3.5. Systèmes différentiels

Au lieu de considérer PC, nous considérons (PC)n et les opérateurs linéaires
d’ordre n : Ω = ∂In −M où M appartient à Mn(PC).

Un système différentiel linéaire homogène de matrice M est (S) : ΩY = 0. Un
changement de base Y = TZ où T ∈ Gln(PC) conduit au système différentiel,
après multiplication à gauche par T−1, (S′) : Ω′Z = 0 où

Ω′ = ∂In − (T−1MT − T−1∂T ).

Ceci permet de définir une relation d’équivalence sur Mn(PC).

Définition 3.9. M1 est équivalente à M2 si et seulement si il existe T ∈ Gln(PC)
telle que M1 = T−1M2T − T−1∂T .

Définition 3.10. Si K est un sous-corps de PC stable pour la dérivation on dit
que deux éléments M1 et M2 de Mn(K) sont K-équivalents si et seulement si il
existe T ∈ Gln(K) telle que M1 = T−1M2T − T−1∂T .

Définition 3.11. Une fonction f de Mn(PC) (resp. Mn(K) ) vers un ensemble E
est dite un invariant différentiel (resp. un K-invariant différentiel) si et seulement
si f(M1) = f(M2) dès que M1 et M2 sont équivalentes (resp. K-équivalentes).

3.6. Equations et systèmes différentiel associés, lemme du vecteur
cyclique

On peut ramener une équation différentielle scalaire à un système différentiel
de la manière suivante : soit l’équation différentielle {∑n

k=0 ak∂k}(y) = 0, on pose

yi = ∂i−1y alors le système (∂In − C)(Y ) = 0 où Y =




y1

...
yn


 et C a la structure

suivante : coefficients égaux à 1 sur la sur-diagonale principale, dernière ligne égale
à (a0a1 . . . an−1), coefficients nuls ailleurs – toute matrice ayant cette structure est
dite matrice compagnon d’une équation différentielle et l’opérateur

∑n
k=0 ak∂kest

appelé l’opérateur associé – est le système vérifié par Y .
On peut également associer à un système une équation différentielle par le

lemme du vecteur cyclique.

Lemme 3.1. Soit y0 un vecteur ligne à coefficients sur PC, nous définissons la
suite (yi)i par yi+1 = ∂(yi) + yiM et disons que y0 est un vecteur cyclique pour la
matrice M si et seulement si les vecteurs y0, . . . , yn−1 sont indépendants. Il suit
les propriétés :
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(i) Pour toute matrice M ∈ Mn(PC) (resp. M ∈ Mn(C((x1/p)))), il existe un
vecteur cyclique à coefficients sur PC (resp. C((x1/p))) (voir [10], [2]).

(ii) Si T est l’inverse de la matrice de vecteurs lignes respectivement égaux à
y0, y1, . . . , yn−1 où y0 est un vecteur cyclique, alors la matrice T−1MT −
T−1∂T est sous forme compagnon d’une équation différentielle dont l’opéra-
teur différentiel associé est appelé l’opérateur différentiel associé au système
par le vecteur cyclique y0 (voir [3]).

Propriété 3.4. Polygone de Newton d’un système différentiel : C’est un résultat
désormais classique que le PDN de l’opérateur différentiel associé à un système
par un vecteur cyclique ne dépend pas du vecteur cyclique choisi. On défini donc le
PDN d’un système différentiel comme le PDN commun à tout opérateur différentiel
associé au système par un vecteur cyclique. Le PDN d’un système différentiel est
un invariant différentiel : en effet si M2 = T−1M1T − T−1∂T et y0 est cyclique
pour M1 alors y0T est cyclique pour M2 et les opérateurs différentiels associés à
M1 par y0 et à M2 par y0T sont égaux.

3.7. Formes super-irréductibles

Soit M ∈ Mn(C((x1/p))), avec la convention q = +∞ si M = 0, nous pouvons
toujours écrire l’égalité M = 1

x
1+ q

p
M0, M0 ∈ Mn(C[[x1/p]]), M0|x=0 6= 0 et q ∈ Z.

Si q ≤ 0, nous posons mp(M) = 1. Si q > 0 nous posons pour k ∈ N,
nk =nombre de colonnes de M0 de valuation k/p (remarquons que n0 6= 0) ; nous
posons alors mp(M) = q + n0/n + n1/n2 + · · ·+ nq−1/nq puis

µp(M) = Inf{mp(N))/N = T−1MT − T−1∂T et T ∈ Mn(C((x1/p)))}.
Propriété 3.5. µp est par définition même un C((x1/p))-invariant différentiel.

Définition 3.12. M est dite réduite sur Mn(C((x1/p))) (ou super-irréductible
sur C((x1/p))) si et seulement si µp(M) = mp(M). M est dite réductible sur
Mn(C((x1/p))) si et seulement si µp(M) < mp(M).

Définition 3.13. Soit M ∈ Mn(C((x1/p))) avec

mp(M) = q + n0/n + · · ·+ nq−1/nq > 0

nous définissons q fonctions notées Tk,p(M) où k ∈ {0, . . . , q − 1} par

Tk,p(M) = xrkdet(x−(k+1)/px1+q/pM − λIn)

où rk = 1/p[(k + 1)n0 + kn1 + · · ·+ nk].

Propriété 3.6. Tk,p(M) ∈ C[[x1/p]][λ] ∀k ∈ {0, . . . , q − 1}.
Propriété 3.7. Nous posons µp(M) = q∗+ n∗0/n + · · ·+ nq∗−1/nq∗ et mp(M) =
q + n0/n + · · ·+ nq−1/nq. Si ¹ désigne l’ordre lexicographique alors
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– (q∗, n∗0)
¹
6= (q, n0) ⇐⇒ v(T0,p(M)) > 0

– k ≤ 1 (q = q∗) et (nk > n∗k) et (ni = n∗i ) pour i < k ⇐⇒
v(Ti,p(M)) = 0 pour i < k et v(Tk,p(M)) > 0.

En particulier M est super-irréductible sur C((x1/p)) si et seulement si

v(Ti,p(M)) = 0 ∀i ∈ {0, . . . , q − 1}.

Dans [5] on en donne une preuve ainsi qu’un algorithme basé sur les éliminations
de Gauss pour obtenir une forme super-irréductible.

4. Formes polygonales compatibles, exposants formels

L’objet de cette partie est de donner la définition de formes canoniques plus
fortes que les formes super-irréductibles, pour lesquels le PDN du polynôme ca-
ractéristique est égal au PDN. On se sert de ces formes pour donner une définition
des exposants formels d’un système différentiel sans passer par une équation diffé-
rentielle scalaire.

4.1. Paramètres de valuations, fonctions Si

Soit M une matrice de Mn(PC) nous appelons αi la valuation du ième vecteur
colonne de M et I(M) l’ensemble – éventuellement vide – des valeurs prises par
les αi strictement inférieurs à −1. Nous notons {β1, . . . , βs} cet ensemble avec la
convention s = 0 si I(M) = ∅ et avec l’ordre β1 < β2 < · · · < βs dans le cas où
s 6= 0 nous noterons ni l’occurrence de βi dans la famille (αi)1≤i≤n. Nous posons
βs+1 = −1 et n0 = 0.

Définition 4.1. s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns sont appelés les paramètres de valuation
de M . Nous définissons alors s + 1 éléments de PC[λ] par :

Sk(M) = x
∑ k−1

i=0 ni(βk−βi)det(x−βkM − λIn), k ∈ {1, . . . , s + 1}.

Propriété 4.1. Les fonctions Si(M) vérifient la propriété suivante : Appelons
P+

C l’ensemble {s ∈ PC/v(s) ≥ 0}, alors ∀i ∈ {1, . . . , s + 1} Si(M) ∈ P+
C [λ]. Plus

précisément si M ∈ Mn(C((x1/p))) alors ∀i ∈ {1, . . . , s + 1} Si(M) ∈ C[[x1/p]][λ].

Soit k ∈ {1, . . . , s + 1}, posons δk = diag(δk,1, δk,2, . . . , δk,n) où δk,i = βk − αi

si αi ≤ βk, et δk,i = 0 sinon. Nous remarquons que det(xδk) = x
∑ k−1

i=0 ni(βk−βi),
de sorte que Sk(M) = det(x−βkMxδk − λxδk). v(xδk) ≥ 0 et la valuation de la
colonne d’indice i de x−βkMxδk est −βk +αi +δk,i positive ou nulle par définition,
d’où v(Sk(M)) ≥ 0.
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4.2. Polygone des valuations, polygone de Newton algébrique, formes
polygonales compatibles

Définition 4.2. Polygone des valuations : Soient s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns les pa-
ramètres de valuation d’une matrice de Mn(PC) rationnels alors il existe une et
une seule fonction φM répondant aux propriétés suivantes :

(1) φM est une fonction de ] − ∞, n] dans R, continue, affine par morceaux,
vérifiant φM (n) = −n, dérivable sauf en un nombre fini de points.

(2) φM est convexe. L’ensemble {φ′M (t), t ∈ R} est l’ensemble {0,−βs − 1, . . . ,
−β1 − 1}.

(3) Pour tout i l’ensemble (φ′M )−1{−βi − 1} est un intervalle de longueur ni.
Le polygone des valuations de M est l’ensemble convexe du plan R2 égal à {(x, y) ∈
R2/x ≤ n, y ≥ φM (x)}.

Exemple :

M =


 0 x−3 0

x−1 0 x−3

x−1 x−3 0




alors les paramètres de valuation de M sont s = 1 ; n1 = 2 ; β1 = −3. Nous
représentons alors le polygone de valuation de M .

Figure II
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Définition 4.3. Polygone de Newton algébrique : soit M ∈ Mn(PC), nous appe-
lons polygone de Newton algébrique de M (on note le PDNA de M) le polygone
de Newton du polynôme caractéristique de M , c’est à dire le PDN de L avec
L=(−1)n

(
∂n −∑n−1

k=0 ak∂k
)

où les ai sont tels que

det(M − λIn) = (−1)n
(
λn −

n−1∑
k=0

akλk
)
.

Exemple :

M =


 0 x−3 0

x−1 0 x−3

x−1 x−3 0


 .

Alors det(M − λIn) = −λ3 + (x−6 + x−4)λ + x−7.

Figure III : Le PDNA de M

Donnons ici une relation entre le polygone de Newton algébrique et le polygone
de valuation d’une matrice M .

Propriété 4.2. Le PDNA de toute matrice est inclus dans son polygone des va-
luations.

Pour k ∈ {0, . . . , s} appelons Jk(M) le point du plan R2 de coordonnés (xk, yk),
xk = n− (n0 +n1 + · · ·+nk), yk = −n+(1+β0)n0 +(1+β1)n1 + · · ·+(1+βk)nk
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alors φM est la fonction affine par morceaux dont le graphe dans le plan R2 est la
réunion de :

– la demi-droite (6∞, Js(M)) d’équation x ≤ xs, y = ys

– des segments [Jk(M), Jk−1(M)], k ∈ {1, . . . , s} (si s 6= 0).
Posons à présent det(M − λIn) = (−1)n

(
λn − ∑n−1

k=0 ckλk
)
, alors pour tout ra-

tionnels a et b : xadet(xbM −λIn) = (−1)n(xqλn−∑n−1
i=0 xa+(n−i)bciλ

i). Si a ≥ 0
alors v(xadet(xbM − λIn)) ≥ 0 équivaut à a + (n − i)b + v(ci) ≥ 0, pour tout
i ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

Nous choisissons pour le couple (a, b) les (s + 1) valeurs suivantes : bk = −βk

k =
∑k−1

i=0 ni(βk − βi) pour k ∈ {1, . . . , s + 1}. Remarquons que ak ≥ 0 et que
Sk(M) = xakdet(xbkM − λIn), k = 1, . . . , s + 1 ; de v(Sk(M)) ≥ 0 nous déduisons
les s + 1 inégalités :

∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} ak + (n− 1)bk + v(ci) ≥ 0 k = 1, . . . , s + 1.

En remplaçant ak et bk par leurs valeurs en fonction de n1, . . . , ns et β1, . . . , βs+1 et
xk, yk (coordonnées des points Jk(M)) par leurs valeurs en fonction de n1, . . . , ns

et β1, . . . , βs+1 ces inégalités s’écrivent :

∀i ∈ {0, . . . , n− 1} : [v(ci)− i− yk−1] + (1 + βk)[i− xk−1] ≥ 0,∀k ∈ {1, . . . , s}
et v(ci)− i ≥ ys.

Considérons à présent le point du plan R2 de coordonnées (i, v(ci) − i) où i
appartient à {0, . . . , n− 1}.

1er cas : Il existe un indice k pour lequel xk ≤ i ≤ xk−1.
L’inégalité [v(ci) − i − yk−1] + (1 + βk)[i − xk−1] ≥ 0 signifie que le point

de coordonnées (i, v(ci) − i) est situé au dessus de (ou sur) la droite de pente
−1− βk passant par le point Jk−1(M) de coordonnées (xk−1, yk−1). Sachant que
le segment [Jk−1(M), Jk(M)] est de pente −1−βk, cette droite est la droite passant
par [Jk−1(M), Jk(M)]. Puisque xk−1 ≤ i ≤ xk le point de coordonnées (i, v(ci)−i)
est situé au dessus du (ou sur le) segment [Jk−1(M), Jk(M)] et donc au dessus du
(ou sur le) graphe de φM .

(i, v(ci) − i) est donc un point du polygone de valuation (i, v(ci) − i) vérifie
donc : v(ci)− i ≥ φM (i).

2ème cas : i ≤ xs. Le graphe de φM comprenant la demi-droite (∞, Js(M))
d’équation x ≤ xs, y = ys il vient φM (t) = ys si t ≤ xs de l’inégalité [v(ci)−i] ≥ ys

il vient v(ci)− i ≥ φM (i).
Soit un point du plan R2 de coordonnées x, y vérifiant y ≥ φM (x) et x ≤ n.

Alors si u ≤ x le point de coordonnées (u, y) vérifie u ≤ n et y ≥ φM (u) car
φM est croissante. Si v ≥ y, le point (x, v) vérifie x ≤ n et v ≥ φM (x). Nous
en déduisons que l’ensemble {(u, y)/u ≤ x} ∪ {(x, v)/v ≥ y} est inclus dans le
polygone des valuations de M qui est un convexe. L’enveloppe convexe de cette
ensemble est le quadrant Q(x, y) et est inclus dans le polygone de valuation de
M . De v(ci) − i ≥ φM (i) et de ∀i ∈ {1, . . . , n − 1} et de φM (n) = −n nous en
déduisons la relation suivante : Q(n,−n) ∪ (

⋃n−1
i=0 Q(i, v(ci − i)) est inclus dans le
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polygone de valuation de M . Par passage aux enveloppes convexes le PDNA de
M : l’enveloppe convexe de cet ensemble, est inclus dans le polygone des valuations
de M .

Définition 4.4. Formes polygonales compatibles : nous dirons que M ∈ Mn(PC)
est sous forme polygonale compatible (on note M est f.p.c.) si et seulement si son
polygone des valuations est égal à son PDNA.

Propriété 4.3. Caractérisation des f.p.c. à l’aide des fonctions Si(M) : soit M
une matrice de Mn(PC) de paramètres de valuation s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns, on
pose n0 = 0 et βs+1 = −1 alors M est f.p.c. si et seulement si : s = 0 ou s > 0 et

(i) v(Si(M)) = 0 ∀i ∈ {1, . . . , s}.
(ii) Si(M)|x=0 est un polynôme de C[λ] de degré n − (n0 + n1 + · · · + ni−1),

i = 1, . . . , s + 1.

(iii) Si(M)|x=0 est un polynôme de C[λ] admettant 0 comme racine d’ordre
n− (n0 + n1 + · · ·+ ni), i = 1, . . . , s.

On pose ψ la fonction telle que le PDNA de M est égal à :

{(x, y) ∈ R2/x ≤ n et y ≥ ψ(x)}
ψ est convexe, continue par morceaux, croissante et ψ(n) = −n. Comme le PDNA
de M est contenu dans le polygone des valuations de M : ψ(x) ≥ φM (x) ∀x.
Pour k ∈ {0, . . . , s} appelons Jk(M) le point du plan R2 de coordonnées (xk, yk),
sommet du polygone des valuations de M xk = n − (n0 + n1 + · · · + nk), et
yk = −n + (1 + β0)n0 + (1 + β1)n1 + · · ·+ (1 + βk)nk.

Cas où s = 0 : Alors φM (x) = −n, comme ψ(n) = −n, ψ est croissante et
ψ(x) ≥ φM (x) ∀x, il vient ψ(x) = φM (x) ∀x c’est à dire M est f.p.c.

Cas où s > 0 : Supposons M f.p.c., alors ψ(x) = φM (x) ∀x et tout sommet du
polygone des valuations de M est sommet du PDNA de M . Il suit que pour l’indice
i pour lequel i est l’abscisse de Jk−1(M) (k = 1, . . . , s), soit xk−1, v(ci)−i = ψ(i) =
φM (i) = yk−1 où on a posé

det(M − λIn) = (−1)n
(
λn −

n−1∑
k=0

ckλk
)
.

Si bk = −βk, ak =
∑k−1

i=1 (βk − βi) alors : Sk(M) = (−1)n(xakdet(xbkM − λIn))
(k = 1, . . . , s). Si ci n’est pas nul posons ci = x−v(ci)(ci,0 + O(x1/p)) où p est tel
que M ∈ Mn(C((x1/p))) alors :

Sk(M) = (−1)n(xakλn −
n−1∑
i=0

xak+(n−i)bk+v(ci)(ci,0 + O(x1/p))λk) (k = 1, . . . , s).

Or ak + (n− i)bk + v(ci) = (v(ci)− i− yk−1) + (1 + βk)(i− xk−1) : expression
nulle en i = xk−1. Nous en déduisons que v(Sk(M)) = 0 et que Sk(M)|x=0 est de
degré supérieur ou égal à xk−1 = n− (n0 + n1 + · · ·+ nk−1).
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Si i > n− (n0 + n1 + · · ·+ nk−1) alors ψ′(i) = φ′M (i) > −1− βk, il vient alors
(ψ(i)− yk−1) + (1 + βk)(i− xk−1) > 0, mais le point de coordonnées (i, v(ci)− i)
appartient au PDNA de M donc v(ci)− i > ψ(i) et alors

(v(ci)− i− yk−1) + (1 + βk)(i− xk−1) > 0.

Sk(M)|x=0 est de degré n− (n0 + n1 + · · ·+ nk−1).
De manière similaire de (v(ci) − i − yk−1) + (1 + βk)(i − xk−1) = 0 si i =

n− (n0 + · · ·+nk) et ψ′(i) = φ′M (i) < −1−βk si i < n− (n0 +n1 + · · ·+nk) nous
déduisons que Sk(M)|x=0 admet 0 comme racine d’ordre

xk = n− (n0 + n1 + · · ·+ nk).

Supposons vraies (i), (ii) et (iii) alors de Sk(M)|x=0 est de degré n− (n0 +n1 +
· · ·+ nk−1) soit xk−1 il vient que

(v(ci)− i− yk−1) + (1 + βk)(i− xk−1) = 0 si i = xk−1 et donc v(ci)− i = yk−1

le point Jk−1(M) de coordonnées (xk−1, yk−1) appartient au PDNA de M (k =
1, . . . , s + 1), nous en déduisons que ψ(x) = φM (x) ∀x.

En effet soit x ≤ xs alors puisque Js(M) appartient au PDNA de M : ψ(xs) ≤
ys et puisque ψ croit ψ(x) ≤ ys mais si x ≤ xs φM (x) = ys et puisque φM (x) ≤
ψ(x) ∀x, il vient ψ(x) = φM (x) ∀x ≤ xs.

Si xk ≤ x ≤ xk−1 où k = 1, . . . , s : Sachant que le point Jk(M) de coordonnées
(xk, yk) appartient au PDNA de M il vient ψ(xk) ≤ yk, mais comme φM (x) ≤
ψ(x) ∀x et φM (xk) = yk il vient ψ(xk) = yk.

Posons x = θxk +(1−θ)xk−1 où θ ∈ [0, 1], ψ est convexe donc ψ(x) ≤ θψ(xk)+
(1− θ)ψ(xk−1) c’est à dire ψ(x) ≤ θφM (xk) + (1− θ)φM (xk−1). Le graphe de φM

est un segment de droite entre les abscisses xk et xk−1 donc

θφM (xk) + (1− θ)φM (xk−1) = φM (θxk + (1− θ)xk−1) = φM (x)

il vient ψ(x) ≤ φM (x), sachant que φM (x) ≤ ψ(x) nous en déduisons que φM (x) =
ψ(x) c’est à dire que M est f.p.c.

Propriété 4.4. Perturbation des f.p.c. : Soient M et N deux matrices de Mn(PC),
supposons que M est f.p.c. de paramètres de valuation s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns et
v(N) ≥ −1 alors :

(i) M + N est f.p.c. de paramètres de valuation s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns.
(ii) ∀k ∈ {1, . . . , s} Sk(M)|x=0 = Sk(M + N)|x=0.
(iii) M et M + N ont même PDNA.

(iii) est une conséquence de (i), nous montrons (i) et (ii).
Si v(M) ≥ −1 alors v(M + N) ≥ −1, M + N est f.p.c. puisque s = 0.
Si v(M) < −1, puisque v(N) ≥ −1 M + N a mêmes paramètres de valuations

que M soient s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns ces paramètres.
En montrant que v(Sk(M)) ≥ 0 nous savons trouver une matrice δk à coeffi-

cients rationnels positifs telle que det(xδk) = x
∑ k−1

i=1 ni(βk−βi) et v(x−βkMxδk) ≥ 0,
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de sorte que Sk(M) = det(x−βkMxδk − λxδk) : en utilisant cette matrice on a, si
k < s + 1 v(x−βkNxδk) ≥ −βk − 1 > 0 il vient Sk(M)|x=0 = Sk(M + N)|x=0 ce
qui donne (ii).

Nous en déduisons que v(Sk(M + N)) = 0 et Sk(M + N)|x=0 est un polynôme
de C[λ] de degré n − (n0 + n1 + · · · + nk−1) admettant 0 comme racine d’ordre
n− (n0 + n1 + · · ·+ nk).

Pour montrer que M + N est f.p.c. il suffit de montrer que Ss+1(M + N)|x=0

est un polynôme de C[λ] de degré n − (n0 + n1 + · · · + ns), ce que nous faisons
en posant det(M + N − λIn) = (−1)n{λn −∑n−1

i=0 diλi} et pour k ∈ {0, . . . , s} :
Jk(M + N) le point du plan R2 de coordonnées (xk, yk), sommet du polygone des
valuations de M +N avec xk = n− (n0 +n1 + · · ·+nk), et yk = −n+(1+β0)n0 +
(1 + β1)n1 + · · ·+ (1 + βk)nk.

On a vu que v(Ss+1(M + N)|x=0) ≥ 0 est équivalent à v(di)− i ≥ ys ∀i et que
v(Ss(M +N)|x=0) ≥ 0 est équivalent à [v(di)− i−ys−1]+(1+βs)[i−xs−1] ≥ 0 ∀i.

Si i > xs, le point de coordonnées (i, v(di)− i) du PDNA de M +N appartient
donc au polygone des valuations de M+N et est donc au dessus ou sur le graphe de
φM+N de pente positive non nulle dans cette partie du plan : il vient φM+N (i) > ys

et donc v(di) − i > ys. Le degré de Ss+1(M + N)|x=0 est au plus égal à xs =
n− (n1 + · · ·+ ns).

Ss(M + N)|x=0 admet 0 comme racine d’ordre n − (n1 + · · · + ns) = xs cela
entrâıne que [v(di) − i − ys−1] + (1 + βs)[i − xs−1] = 0 en i = xs ceci équivaut à
v(di) − i = ys si i = xs = n − (n1 + · · · + ns). Le degré de Ss+1(M + N)|x=0 est
donc xs = n− (n1 + · · ·+ ns).

Considérons une matrice M de Mn(C((x1/p))) alors il lui existe par le lemme du
vecteur cyclique une matrice équivalente C compagnon d’un opérateur différentiel
L=

∑n
k=0 ak∂k. En remarquant que det(C − λIn) = (−1)n

(
λn − ∑n−1

k=0 akλk
)

il
vient que le PDN de M égal au PDN de C est le PDNA de C.

Soit φ la fonction convexe telle que le PDNA de C soit

{(x, y) ∈ R2/x ≤ n, y ≥ φ(x)}
et δ(x) = −n − x − φ(x) alors si {p1, . . . , pr} est l’ensemble fini et non vide des
valeurs prises par φ′ ordonnées par 0 = pr < pr−1 < · · · < p1 nous posons
i0 = n et s = r − 1. Si s 6= 0 nous posons pour k ∈ {1, . . . , s} βk = −1 − pk, et
ik = n − (l1 + · · · + lk) où lk est la longueur de l’intervalle φ′−1{pk}. Nous avons
les propriétés :

(i) β1 < β2 < · · · < βs.
(ii) Si i est un entier appartenant à l’intervalle ]ik+1, ik], alors

δ(i)− δ(i− 1) = βk+1 et v(xδ(i)−δ(n)ai−1) ≥ βk+1.

En effet si t ∈]ik+1, ik[ alors φ′(t) = pk+1. Si i est un entier appartenant à
]ik+1, ik] alors i− 1 est un entier qui est égal à ik+1 ou qui appartient à ]ik+1, ik].
Nécessairement il vient φ(i)−φ(i−1) = pk+1(i−(i−1)) = pk+1 d’où δ(i)−δ(i−1) =
βk+1. Le point (i− 1, v(ai−1)− i + 1) appartient au PDNA de C, il vient alors
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v(ai−1)− i + 1 ≥ φ(i− 1). Nous avons alors

v(xδ(i)−δ(n)ai−1) ≥ δ(i)− δ(n) + φ(i− 1) + i− 1, donc v(xδ(i)−δ(n)ai−1) ≥ βk+1.

Nous posons alors γ = diag(δ(1), δ(2), . . . δ(n)).
x−γCxγ est f.p.c. de paramètres s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls :
Appelons d1, d2, . . . dn les vecteurs colonnes de x−γCxγ , alors

d1 =




0
...
0

xδ(1)−δ(n)a0


 et si i 6= 1 di =




0
...
0

xδ(i)−δ(i−1)

0
...
0

xδ(i)−δ(n)ai−1




↑

i− 1
↓

Considérons d’abord le cas où s = 0 : alors la fonction φ est constante et égale à
−n, δ est donc la fonction définie par δ(t) = −t. Il vient donc δ(i)− δ(i− 1) = −1,
∀i ∈ N. Sachant que le point de coordonnées (i, v(ai) − i) est élément du PDNA
de C, il vient v(ai)− i ≥ φ(i) = −n pour i dans {0, 1, . . . n− 1} soit v(ai) ≥ i− n
si i ∈ {1, . . . n}. Ce qui donne v(xδ(i)−δ(n)ai−1) ≥ n− i + i− 1− n = −1. Nous en
déduisons que V (d1) ≥ −1 et V (di) = −1 pour i 6= 1. x−γCxγ a pour paramètres
de valuation s = 0, et nous savons alors que dans ce cas elle est toujours f.p.c.

Considérons le cas où s 6= 0. Pour k 6= s nous appelons Ek+1 l’ensemble
]ik+1, ik] ∩ N. Nous appelons Es+1 l’ensemble ]0, is] ∩ N . L’ensemble {1, . . . , n}
est égal à l’ensemble ]0, n] ∩ N c’est l’union disjointe des Ek.

Si k 6= s + 1 le cardinal de l’ensemble Ek est égal à ik−1 − ik = lk.
Soit i ∈ Ek, si i 6= 1 la proposition précédente entrâıne que V (di) = βk < −1.
Si 0 n’est pas une pente du PDNA de C il vient v(a0) = φ(0). Cela entrâıne :
v(xδ(i)−δ(n)a0) = φ(0)− φ(1)− 1 et donc v(d1) = βs.
Si 0 est pente du PDNA de C alors v(a0) ≥ φ(0) cela entrâıne

v(xδ(i)−δ(n)a0) ≥ φ(0)− φ(1)− 1 = −1 et donc v(d1) ≥ −1.

Sachant que Ek est de cardinal lk et que E1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ Es+1 = {1, . . . , n} il
vient :

– L’ensemble {V (di)/V (di) < −1} est l’ensemble {β1, . . . , βs} de cardinal s.
– L’occurrence de βk dans la famille (V (di))1≤i≤n est le cardinal de Ek soit lk.

s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls sont donc les paramètres de valuation de x−γCxγ . Nous
appelons D la matrice x−γCxγ et ValD la fonction définissant le polygone de
valuation de D. ValD vérifie (1), (2), et (3).

(1) ValD est une fonction de ]−∞, n] dans R, continue, affine par morceaux,
convexe, croissante, vérifiant ValD(n) = −n.

(2) L’ensemble {Val′D(t)/t ∈ R} est l’ensemble {0,−βs − 1, . . . ,−β1 − 1}.
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(3) Pour tout k l’ensemble ((ValD)′)−1{−βk − 1} est un intervalle de longueur
lk.

La fonction φ vérifie les hypothèses (1), (2), et (3) elle aussi. Il vient alors φ = ValD.
Appelons φD la fonction telle que le PDNA de D est égal à {(x, y) ∈ R2/x ≤ n, y ≥
φD(x)}. Sachant que det(x−γCxγ − λIn) = det(C − λIn) les PDNA de C et D
sont égaux et donc φD = φC = φ. Sachant φ = φC = ValD nous en déduisons que
D est f.p.c. de paramètres de valuation s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls.

x−γCxγ − γ/x est f.p.c. de paramètres s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls. De plus si
s 6= 0 Si(x−γCxγ − γ/x))|x=0 = Si(x−γCxγ)|x=0 : cela résulte de la proposition
de perturbation des f.p.c.

Nous en déduisons la propriété

Propriété 4.5. Pour toute matrice M appartenant à Mn(C((x1/p))) il existe une
matrice N f.p.c. dans Mn(PC) qui lui est équivalente.

La construction précédente montre qu’alors les paramètres de valuation
s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls de N s’interprètent de la manière suivante : s est le nombre
de pentes non nulles du PDN de M , β1, . . . , βs sont égaux à 1 − p1, . . . ,−1 − ps

où p1 > p2 > · · · > ps sont les pentes non nulles du PDN de M , l1, . . . , ls sont les
longueurs de ces pentes.

Puisque le PDN de M est un invariant différentiel ces paramètres de valuation
s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls sont des invariants différentiels et sont donc communs à toute
matrice N équivalente à M et f.p.c.

Remarquons que si M appartient à Mn(C((x1/p))) la matrice compagnon C
appartient aussi à Mn(C((x1/p))), supposons que les pentes du PDN de M soient
des multiples entier de 1/p alors la matrice γ a pour coefficients des multiples
entiers de 1/p : la matrice x−γCxγ − γ/x est f.p.c. et C((x1/p))-équivalente à M .

Réciproquement si N f.p.c. est C((x1/p))-équivalente à M alors les pentes du
PDN de M égales à −1 près à l’opposé des valuations des colonnes de N sont des
multiples entiers de 1/p.

Donnons pour finir une interprétation des polynômes Sk(M)|x=0.

Propriété 4.6. Si N et M sont équivalentes et f.p.c., elles ont mêmes paramètres
de valuation s, β1, . . . , βs, l1, . . . , ls, de plus Sk(M)|x=0 = Sk(N)|x=0 pour k =
1, . . . , s et Sk(M)|x=0 = (−1)nθk(λ/(βk + 1)) où θk(λ) est le polynôme caractéris-
tique associé à la pente −(βk + 1) du PDN de toute opérateur scalaire différentiel
obtenu à partir de M par le lemme du vecteur cyclique et est alors un invariant
différentiel.

Nous montrons le lemme suivant :

Lemme 4.1. Soient M et N appartenant à Mn(C((x1/p))) et C((x1/p))-équiva-
lentes, soient b et a des rationnels avec a ≥ 0 et b ≥ 1, si il existe deux matrices
δ et ε diagonales à coefficients rationnels positifs ou nuls telles que

det(xδ) = det(xε) = xa, xbMxδ = O(1) et xbNxε = O(1)

alors :



18 A. Wazner AEM

– v(xadet(xbM − λIn)) ≥ 0, v(xadet(xbN − λIn)) ≥ 0
– xadet(xbM − λIn) = xadet(xbN − λIn) + O(xb−1)

On se sert d’une décomposition des éléments de Gln(C((x1/p))) : Soit T ∈
Gln(C((x1/p))) alors T = PxαQ où P appartient au groupe multiplicatif G1 =
{P ∈ Mn(C[x1/p])/detP = 1} α = diag(α1, α2, . . . , αn) et αi ∈ (1/p)Z et Q
appartient au groupe multiplicatif

G2 = {Q ∈ Gln(C((x1/p)))/Q = Q0 + O(x1/p) et Q0 ∈ Gln(C)} [7].

Les hypothèses du lemme donnent xadet(xbM−λIn) = det(xbMxδ−λxδ) mais
xbMxδ − λxδ = O(1) d’où v(xadet(xbM − λIn)) ≥ 0.

De même de xadet(xbM − λIn) = det(xbNxε − λxε) il vient

v(xadet(xbN − λIn)) ≥ 0.

Posons N = T−1MT − T−1∂T et T = PxαQ alors

T−1∂T = Q−1α/xQ + Q−1∂Q + T−1∂PP−1T.

Il vient N + T−1∂PP−1T − T−1MT = Q−1α/xQ−Q−1∂Q d’où

(xbNxε − λxε)xbT−1(M − ∂PP−1)Txε + λxε

= xb(Q−1α/xQ−Q−1∂Q)xε xbNxε − λxε = O(1)

et
xb(Q−1α/xQ−Q−1∂Q)xε = O(xb−1)

donc xbT−1(M − ∂PP−1)T = O(1) et

det(xbNxε − λxε)

= det(xbT−1(M − ∂PP−1)Txε − λxε) = O(xb−1)

soit
(1) xadet(xbN − λIn) = xadet(xbM − λIn − xb∂PP−1) + O(xb−1)

xadet(xbM − λIn − xb∂PP−1) = det(xbMxδ − λxδ − xb∂PP−1xδ).

Mais xbMxδ − λxδ = O(1) et −xb∂PP−1xδ = O(xb−1) donc

(2) det(xbMxδ − λxδ − xb∂PP−1xδ) = det(xbMxδ − λxδ) + O(xb−1)

= xadet(xbM − λIn) + O(xb−1).

De (1) et (2) nous déduisons le lemme.
Soient à présent deux matrices M et N f.p.c. et C((x1/p))-équivalentes : pour

les mêmes valeurs ak ≥ 0 et bk > 1 Sk(M) = xakdet(xbkM − λIn) et Sk(N) =
xakdet(xbkN − λIn) (k = 1, . . . , s), on sait de plus trouver deux matrices δk et εk

vérifiant les hypothèses du lemme. Par application de celui-ci on a

Sk(M)− Sk(N) = O(xbk−1)

et puisque bk > 1 il vient Sk(M)|x=0 = Sk(N)|x=0 k = 1, . . . , s.
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Une récurrence élémentaire peut montrer que

∀α > 0 (∂ +
d

dx
(λx−α))i = [

d

dx
(λx−α)]ibi0 + Fi,

où v(bi0) = 0 et (bi0)|x=0 = 1 et Fi est de la forme
∑i

k=1 bki∂
k. En écrivant

d
dx (λx−α) = −αλx−α−1 il vient que le terme en ∂0 de l’expression (∂+ d

dx (λx−α))n+∑n−1
k=0 ak(∂ + d

dx (λx−α))k est le terme F où

F = (−αλx−α−1)nbn0 −
n−1∑
k=0

akbk0(−αλx−α−1)k.

Nous pouvons exprimer F/bn0 sous la forme de déterminant :

F/bn0 = (−1)ndet(C∗ − (−αλx−α−1)In)

où C∗ est la matrice compagnon de dernière ligne (a∗0, . . . , a
∗
n−1) avec a∗k =

akbk0/bn0. Nous posons alors α = pi 6= 0. Remarquons que :
– L’équation caractéristique associée à pi s’écrit par définition

x−v(F )F|x=0 = 0

– v(a∗k) = v(ak) ∀k ∈ {0, . . . , n− 1} donc C∗ a même PDN que C.
Puisque C∗ et C ont même polygone de Newton x−γC∗xγ est f.p.c. avec les même
paramètres que x−γCxγ . On peut écrire

xnpi+1F/bn0 = (−1)ndet(xpi+1C∗ − (−piλ)In)

cette égalité s’écrit aussi xnpi+1F/bn0 = (−1)ndet(xpi+1x−γC∗xγ − (−piλ)In).
Nous savons que Si(x−γC∗Xγ) est de la forme xadet(xpi+1x−γC∗xγ−(−piλ)In).

Posons alors ω∗i (λ) = Si(x−γC∗xγ)|x=0, comme v(bn0) = 0 et bn0|x=0 = 1 alors
nécessairement x−v(F )F|x=0 = (−1)nω∗i (−piλ). Pour une matrice compagnon le
mode de calcul des fonctions ωi(λ) = Si(x−γCxγ)|x=0 montre que le calcul de
ωi(λ) ne dépend que de x−v(ak)ak|x=0. Remarquant que

x−v(a∗k)a∗k|x=0 = x−v(ak)ak|x=0

il vient ω∗i (λ) = ωi(λ). L’équation caractéristique associée à la pente pi s’écrit alors
(−1)nωi(−piλ) = 0, c’est à dire (−1)nωi((1+βi)λ) = 0 il en résulte la proposition.

Exposants formels : Considérons l’algorithme que nous décrivons à l’aide
d’une arborescence. Soit M ∈ Mn(PC) alors M sera le sommet de l’arborescence.
Nous construisons l’ensemble des suivants de M : S(M).

– Si le PDN de M a une seule pente qui est nulle alors S(M) = ∅. L’arborescence
se limite a un seul sommet : M .

– Si le PDN de M possède des pentes non nulles, nous appelons p la plus grande
et R(M) l’ensemble des racines de l’équation ωp(λ) = 0 où ωp(λ) est la valeur
commune de Sk(N)|x=0 avec N f.p.c. équivalente à M et k est tel que le
paramètre de valuation βk vaut −1− p.
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Remarque : éventuellement 0 ∈ R(M).
S(M) est l’ensemble S(M) = {M − αx−(p+1)In/α ∈ R(M)}. Nous joignons
alors M à chaque élément M − αx−(p+1)In par un arc de poids (−α/p, x−p).

Plus généralement N étant un sommet de l’arborescence autre que M , N est
atteint par un arc de poids (−β/q, x−q)(β ∈ C, q ∈ Q) nous définissons S(N)
l’ensemble des suivants de N de la manière suivante :

– Si le PDN de N n’a pas de pente inférieure à q strictement autre que la pente
nulle, alors S(N) = ∅. N est une terminaison de l’arborescence.

– Sinon nous appelons r la pente du PDN de N immédiatement inférieure à q
et R(N) l’ensemble des racines de l’équation ωr(λ) = 0. Nous posons alors
S(N) = {N−αx−(r+1)In/α ∈ R(N)}. Nous joignons alors N à chaque élément
N − αx−(r+1)In par un arc de poids (−α/r, x−r).

Donnons une interprétation de cette arborescence en termes de systèmes différen-
tiels :

– Interprétation des arcs : M
(−α/r,x−r )−→ N . En remarquant qu’en posant y =

e−α/rx−r

z le système différentiel dy
dx = My se transforme en dz

dx =

(M−αx−(r+1)In)z la présence d’un arc M
(−α/r,x−r )−→ N signifie que le système

différentiel dy
dx = Ny est déduit du système différentiel dy

dx = My par le chan-
gement de fonction y = e−α/rx−r

z.
– Interprétation d’un chemin :

M
(−α1/r1,x−r1 )−→ M1

(−α2/r2,x−r2 )−→ . . .
(−αi/ri,x

−ri )−→ Mi . . .
(−αs/rs,x−rs )−→ Ms.

L’existence d’un tel chemin signifie que le système différentiel dy
dx = Msy se

déduit du système différentiel dy
dx = My après le changement de fonction

y = e
∑ s

i=1−α/rix
−ri

z. Remarquons que par construction de l’arborescence la
suite ri est décroissante.

Dans le cas où Ms est une terminaison de l’arborescence alors par construction de
l’arborescence du PDN : Ms a une pente nulle, cela signifie que e

∑ s
i=1−α/rix

−ri

est un exposant formel du système différentiel dy
dx = My. A chaque terminaison

Ms, on peut donc associer un exposant formel du système différentiel dy
dx = My.

Remarquons que si P et N sont deux terminaisons distinctes de l’arborescence,
les exposants formels qui leur sont associées sont distincts, par construction même
de l’arborescence, ce sont des invariants différentiels car construits à partir d’in-
variants différentiels.

Pour peu que l’algorithme «converge» on obtient les exposants formels par
celui-ci. C’est ce que nous montrons dans ce qui suit.

Définition 4.5. Soient A1 et A2 deux graphes orientés, X1 et X2 les ensembles
des sommets de A1 et A2, U1 et U2 les ensembles des arcs de A1 et A2, E un
ensemble, p1 le poids des arcs de A1, c’est à dire une application

p1 :
{

U1 → E
u 7→ p1(u)
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p2 le poids des arcs de A2, c’est à dire une application

p2 :
{

U2 → E
u 7→ p2(u)

les graphes A1 et A2 sont dits équivalents si et seulement si existe une bijection
φ : X1 → X2 et une bijection ψ : U1 → U2 telles que si x1 et y1 sont deux sommets
de A1 joints de x1 vers y1 par un arc u1 de U1 de poids p1(u1) alors les deux
sommets φ(x1) et φ(y1) sont joints par l’arc ψ(u1) de φ(x1) vers φ(y1) avec le
poids p2(ψ(u1)), où p2(ψ(u1)) = p1(u1).

Une conséquence de l’équivalence des graphes est que si A1 et A2 sont équiva-
lents et A1 fini alors A2 est fini.

Propriété 4.7. L’arborescence de calcul des exposants formels de la matrice M
est équivalente à l’arborescence de l’algorithme de cassure des pentes de L où L
est un opérateur associé à M par le lemme du vecteur cyclique.

Soient Q ∈ PC et y0 un vecteur cyclique pour la matrice M d’opérateur
différentiel associé L=∂n −∑n−1

k=0 ck∂k, alors y0 est cyclique pour la matrice M −
QIn d’opérateur différentiel associé :

L∗ = (∂ + Q)n −
n−1∑
k=0

ck(∂ + Q)k.

En effet si (∂−Q)n = ∂n +
∑n−1

j=0 Qn,j∂
j alors un calcul élémentaire montre que :

(∂ −Q)n+1 = ∂n+1 + (Qn,n−1 −Q)∂n

+
n−1∑
j=0

(
Qn,j−1 +

dQn,j

dx
−QQn,j

)
∂j +

dQn,0

dx
−QQn,0.

Soit la suite z0 = y0 et zn+1 = dzn

dx + zn(M − QIn), supposons que zn =
yn +

∑n−1
j=0 Pn,jyj , Pn,j scalaires, alors

zn+1 =
dyn

dx
+

n−1∑
j=0

Pn,j
dyj

dx
+ynM+

n−1∑
j=0

Pn,jyjM+
n−1∑
j=0

(dPn,j

dx

)
yj−Qyn−

n−1∑
j=0

QPn,jyj

soit

zn+1 = yn+1 + (Pn,n−1 −Q)yn +
n−1∑
j=0

(
Pn,j−1 +

dPn,j

dx
−QPn,j

)
+

dPn,0

dx
−QPn,0

Pn,j et Qn,j satisfont aux mêmes relations de récurrence et P0,0 = Q0,0 = 1 donc
Pn,j = Qn,j ∀n ∈ N ∀j ≤ n.

Si T est telle que 


z0

...
zn−1


 = T




y0

...
yn−1
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alors T est triangulaire d’éléments diagonaux égaux à 1, elle est donc inversible,
(y0, . . . , yn−1) est une famille libre de (PC)n donc (z0, . . . , zn−1) est une famille
libre de (PC)n : le vecteur z0 = y0 est cyclique pour la matrice M −QIn.

Soient F l’isomorphisme de PC-espaces vectoriels de Mn(PC) vers PC,n[∂] (sous
espace des opérateurs de PC[∂] d’ordre inférieur ou égal à n) tel que F (yi) = ∂i, f
l’isomorphisme de PC-espaces vectoriels de Mn(PC) vers lui-même tel que f(yi) =
zi et g l’isomorphisme de PC-espaces vectoriels de PC,n[∂] vers lui-même tel que
g(∂i) = (∂ − Q)i alors F ◦ f = g ◦ F : en effet g(F (yi)) = g(∂i) = (∂ − Q)i et
F (f(yi)) = F (zi) et F (zi) = (∂ −Q)i car Pn,j = Qn,j ∀n ∈ N ∀j ≤ n.

L’opérateur différentiel associé à M − QIn par le vecteur cyclique z0 = y0

est L∗ = ∂n − ∑n−1
i=0 c∗i ∂

i où zn =
∑n−1

i=0 c∗i zi c’est ∂n − F ◦ f−1(zn). Si l’on
remarque que ∂i = F ◦ f−1(zi) et que l’on utilise la linéarité de F ◦ f−1 alors
zn = yn +

∑n−1
i=0 Pn,iyi =

∑n−1
i=0 (ci + Pn,i)yi, de l’identité F ◦ f−1 = g−1 ◦ F on

déduit que L∗ = ∂n −∑n−1
i=0 (ci + Pn,i)g−1 ◦ F (yi).

g−1(F (yi)) = g−1(∂) = (∂ + Q)i

(∂ −Q)i = ∂n +
∑n−1

i=0 Pn,i∂
i d’où

∂n = (∂ + Q−Q)n = (∂ + Q)n +
n−1∑
i=0

Pn,i(∂ + Q)i.

Au bout du compte

L∗ = ∂n + (∂ + Q)n − ∂n +
n−1∑
i=0

ci(∂ + Q)i = (∂ + Q)n +
n−1∑
i=0

ci(∂ + Q)i.

Soit S le graphe de calcul des exposants formels pour un système de matrice M : ses
sommets sont des matrices égales à M −QIn où Q =

∑s
i=1 qix

−ri qi ∈ C ri ∈ Q,
si yo est un vecteur cyclique pour la matrice M lui associant l’opérateur L =
∂n −∑n−1

k=0 ck∂k c’est un vecteur cyclique pour la matrice M −QIn lui associant
l’opérateur L(Q) = (∂ + Q)n +

∑n−1
k=0 ck(∂ + Q)k. Soit φ l’application qui aux

sommets de S : M − QIn associe L(Q), nous définissons alors le graphe : E son
ensemble des sommets est {φ(M −QIn) = L(Q)/M −QIn ∈ S}, son ensemble des
arcs est l’ensemble des arcs notés ψ(u) où ψ(u) joint φ(M −Q1In) à φ(M −Q2In)
(Q1 6= Q2) si et seulement si u joint M − Q1In à M − Q2In, on associe à ψ(u)
le poids p2(ψ(u)) = p(u) = (−α/r, x−r) où (−α/r, x−r) est le poids de l’arc u. ψ
est une bijection telle que p2(ψ(u)) = p(u) par définition et φ est surjective par
définition. Si L(Q1) = L(Q2) alors Q1 = Q2 et donc M −Q1In = M −Q2In ce qui
prouve que φ est injective. Le graphe E est donc équivalent au graphe de calcul
des exposants formels de M − ∂In.

Soit L(Q) un sommet (avec si Q = 0 alors L(Q) = L) de E, l’ensemble des
suivants de L(Q) est par construction vide si le PDN de M − QIn, c.a.d. dire
le PDN de L(Q), n’a que des pentes nulles si Q = 0 n’a pas de pente positive
plus petite que r où (−α/r, x−r) est le poids de l’arc qui atteint L(Q) ; sinon
si p est la plus grande pente (positive si Q = 0, inférieure à r sinon) du PDN
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de M − QIn, le PDN de L(Q), l’ensemble des suivants de L est l’ensemble des
L(αx−(p+1)) = L( d

dx (−α/px−p)) où α est racine de p(α) = (−1)nθ(α/(β + 1)),
θ(λ) = 0 étant l’équation caractéristique associée à p et β + 1 = −p, cet ensemble
est l’ensemble des L( d

dx (λx−p)) où λ est racine de θ(λ) polynôme caractéristique
associée à p. Dans tout les cas les suivants de L(Q) sont les suivants de L(Q) par
l’arborescence de l’algorithme de cassure des pentes du PDN de L, le graphe E est
donc cette arborescence. Ce qui prouve que l’arborescence de calcul des exposants
formels est finie, l’algorithme converge donc et calcule des invariants.

Mise en œuvre de l’algorithme à l’aide des f.p.c. : pour obtenir le graphe
de calcul des exposants formels de M on a besoin de calculer les pentes du PDN
de M − QIn et les racines Sk(N)|x=0 où N est f.p.c. et équivalente à M − QIn.
Ce qui se ramène au problème suivant trouver N f.p.c. et équivalente à M −QIn :
les pentes du PDN de N se lisent alors sur les valuations des colonnes de N et
Sk(N)|x=0 est un déterminant obtenu de façon élémentaire avec les coefficients de
N . On verra dans la suite qu’une matrice f.p.c. est une matrice super-irréductible
sur C((x1/p)) pour un bon choix de p. D’un point de vue algorithmique calculer une
matrice super-irréductible c’est faire des éliminations de Gauss, mais compliquer
la matrice de départ car il faut «descendre» les valuations de certaines colonnes
jusqu’à −1 et cette complexité augmente avec la ramification x → x1/p nécessaire
pour obtenir une f.p.c., en apparence on retrouve les objections rencontrées lors
de l’algorithme d’Hilali. En fait ces objections seront levées par les résultats qui
suivent : on démontrera que le PDNA d’une matrice super-irréductible est son PDN
ce qui évitera de faire une ramification fictive pour l’obtenir ; on calculera non des
formes super-irréductibles mais partiellement super-irréductibles : à savoir à une
étape donnée de l’algorithme nous n’avons besoin de connâıtre non pas le PDN
d’une matrice en entier mais ses k premières pentes. Nous aurons le résultat suivant
pour le faire : Soit M à coefficients sur C((x)) et m1(M) = q +n0/n+ +nq−1/nq,
si (q, n0, . . . , nk) est minimum (k positif ou nul) pour l’ordre lexicographique alors
les pentes du PDNA de M comprises entre q et q−k−1 sont celles du PDN de M .

5. Sur et sous p-polygones de Newton

Dans cette partie nous allons nous servir des formes super-irréductibles sur
C((x1/p)) pour obtenir deux C((x1/p))-invariants le sur et le sous p-polygone de
Newton qui permettent d’encadrer le PDN d’une matrice. Nous allons commencer
par faire le lien entre f.p.c. et formes super-irréductibles.

Propriété 5.1. Soit M ∈ Mn(C((x1/p))), si M est f.p.c. alors elle est super-
irréductible sur C((x1/p)), si M est super-irréductible sur C((x1/p)) elle est f.p.c.
si et seulement si les pentes du PDN de M sont des multiples de 1/p par des
entiers.

La propriété est évidente si v(M) est supérieure ou égale à 1, sinon posons
mp(M) = q + n0/n + n1/n2 + . + nq−1/nq. Soient 0 = j1 < j2 < · · · < js les
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indices k tels que nk 6= 0 et βi = −1 − q/p + ji/p alors s, β1, . . . , βs, nj1 , . . . , njs

sont les paramètres de valuation de M si nj0 = 0, js+1 = q et si k >1 alors∑k
i=0 njk

(βk − βi) =
∑jk−1

i=0
jk−ji

p ni, il vient Sk(M) = Tjk−1,p(M).
Supposons M f.p.c. et posons µp(M) = q∗+n∗0/n++n∗q−1/nq. Pour montrer que

M est super-irréductible il suffit de montrer que q = q∗ et nji
= n∗ji

, i = 1, . . . , s.
Soit i ≤ s nous considérons deux cas :

Premier cas : ji+1 = ji +1 alors Si+1(M) = Tji+1−1,p(M) = Tji,p(M) et comme
M est f.p.c. v(Tji,p(M)) = 0.

Deuxième cas : ji+1 > ji + 1 on se sert de Si(M) : posons

det(M −λIn) = (−1)n
(
λn−

n∑
m=0

amλm
)

et a = 1/p(jin0 +(ji−1)n1 + · · ·+nji−1)

et b = 1 + q/p− ji/p, avec ces valeurs de a et b

Tji−1,p(M) = Si(M) = xadet(xbM − λIn)

et nous savons que Si(M)|x=0 est un polynôme de C[λ] admettant 0 comme racine
d’ordre n − nj1 − · · · − nji

: cela se traduit par v(am) + a + (n − m)b = 0 en
m = n− nj1 − − nji

.
Posons a′ = 1/p((ji +1)n0 + jin1 + +2nji−1 +nji

) et b′ = 1+ q/p− (jh +1)/p
en m = n− nj1 − · · · − nji

on peut vérifier que

v(am) + a′ + (n−m)b′ = v(ai) + a + (n−m)b = 0

mais comme xa′det(xb′M − λIn) = Tji,p(M) cela se traduit par v(Tji,p(M)) = 0.
Nous en déduisons que nk = n∗k, k = 0, . . . , q − 1 et q = q∗. En effet j1 = 0 et

de v(Tj1,p(M)) = 0 nous déduisons que q = q∗ et n0 = n∗0. Supposons à présent
que q = q∗, n0 = n∗0, n1 = n∗1, . . . , nk = n∗k avec k ≤ q − 2 alors si nk+1 = 0
nécessairement nk+1 = n∗k+1, sinon de q = q∗, n0 = n∗0, n1 = n∗1, . . . , nk = n∗k nous
déduisons que v(T0,p(M)) = v(T1,p(M)) = · · · = v(Tk,p(M)) = 0 de nk+1 6= 0
nous déduisons que nk+1 = nji

pour une valeur de i et de v(Tji
, p(M)) = 0 nous

en déduisons que nk+1 = n∗k+1. M est donc super-irréductible.
Supposons que M est super-irréductible et que les pentes du PDN de M sont

multiple entier de 1/p alors il existe N f.p.c. telle que M et N sont C((x1/p))-
équivalentes. N est donc super-irréductible et C((x1/p))-équivalente à M , il s’en
suit que puisque les valeurs q, n0, . . . , nq−1 sont les mêmes pour M et N , M et
N ont mêmes paramètres de valuations s, β1, . . . , βs, nj1 , . . . , njs

. Soit k < s + 1
alors pour les mêmes valeurs de a ≥ 0 et b > 1, Sk(M) = xadet(xbM − λIn) et
Sk(N) = xadet(xbN −λIn), nous savons trouver deux matrices δ et ε diagonales à
coefficients rationnels positifs ou nuls telles que det(xδ) = det(xε) = xa, xbMxδ =
O(1) et xbNxε = O(1) alors :

xadet(xbM − λIn) = xadet(xbN − λIn) + O(xb−1)

ce qui donne v(Sk(N)) = 0 et Sk(M)|x=0 = Sk(N)|x=0 ; de M f.p.c. nous en
déduisons que Sk(N)|x=0 est un polynôme de degré n − nj1 − · · · − njk−1 avec 0
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comme racine d’ordre n− nj1 − · · · − njk
. Comme nous l’avons vu précédemment

Ss+1(N)|x=0 est un polynôme de C[λ] de degré n − (n0 + nj1 + · · · + njs
) se

déduit de Ss(N)|x=0 est un polynôme de C[λ] admettant 0 comme racine d’ordre
n − (n0 + nj1 + · · · + njs

). Si nous appliquons la propriété de caractérisation des
f.p.c. : N est f.p.c.

Supposons que M est super-irréductible et f.p.c. puisque ses coefficients sont à
valeur sur C((x1/p)) nous avons vu que cela entrâıne que les pentes du PDN de M
sont des multiples entiers de 1/p.

5.1. Le sous p-polygone de Newton Sousp(M,p)

Définition 5.1. Deux matrices N1 et N2 à coefficients sur C((x1/p)), C((x1/p))-
équivalentes et super-irréductibles ont mêmes paramètres de valuation et donc
même polygone des valuations, pour une matrice M quelconque à coefficients sur
C((x1/p)), on appelle sous p-polygone de Newton de M (on le note Sousp(M,p))
le polygone des valuations de n’importe qu’elle matrice N : C((x1/p))-équivalente
à M et super-irréductible sur C((x1/p)) : Sousp(M,p) est un C((x1/p))-invariant
différentiel avec les propriétés suivantes :

(i) Soient M ∈ Mn(C((x1/p))) et N ∈ Mn(PC), si M est super-irréductible
sur C((x1/p)) et v(N) > −1 alors les PDN et PDNA de M + N sont inclus
dans Sousp(M,p).

(ii) ∀M ∈ Mn(C((x1/p))) le PDN de M est inclus dans Sousp(M,p).

Démonstration. (i) : Le PDNA de M + N est inclus dans son polygone des valua-
tion : Sousp(M + N, p) et puisque v(N) > −1, M et M + N ont même polygone
des valuations, M +N est super-irréductible (car Tk,p(M)|x=0 = Tk,p(M +N)|x=0

si v(N) > −1 voir [5]) et donc Sousp(M,p) = Sousp(M + N, p).
Soit T ∈ Gln(PC) telle que R = T−1MT − T−1∂T est f.p.c. alors pour

un entier p′, T = PxαQ où P appartient au groupe multiplicatif G1 = {P ∈
Mn(C[x1/p′ ])/detP = 1} α = diag(α1, α2, . . . , αn) et αi ∈ (1/p′)Z et Q appartient
au groupe multiplicatif

G2 = {Q ∈ Gln(C((x1/p′)))/Q = Q0 + O(x1/p′) et Q0 ∈ Gln(C)}.
En écrivant que T−1∂T = T−1(∂PP−1)T + Q−1α/xQ + Q−1∂Q il vient :
T−1(M + N − (∂PP−1))T = R + Q−1α/xQ + Q−1∂Q puis par passage au

déterminant : det(M +N − (∂PP−1)−λIn) = det(R+Q−1α/xQ+Q−1∂Q−λIn)
v(Q−1α/xQ+Q−1∂Q) ≥ −1 et R est f.pc. donc R + Q−1α/xQ+ Q−1∂Q est f.pc.
et son PDNA est le PNDA de R soit le PDN de M +N . v(N − (∂PP−1)) > −1 et
M super-irréductible le PDNA de M +N − (∂PP−1) est inclus dans Sousp(M,p).
Comme M + N − (∂PP−1) et R + Q−1α/xQ + Q−1∂Q ont même PDNA il vient
le PDN de M + N est inclus dans Sousp(M,p).

Le point (ii) se déduit de (i) en choisissant M’ super-irréductible et C((x1/p))-
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équivalente à M et N = 0.

5.2. Sur-polygone de Newton, sur p-polygone de Newton

Donnons la définition suivante :

Définition 5.2. Soit M ∈ Mn(PC), φM sa fonction de valuation, posons
det(M − λIn) = (−1)n

(
λn −∑n−1

k=0 akλk
)

où an = 1. Soit J(M) l’ensemble non
vide égal à {j/0 ≤ j ≤ n et φM (j) = v(aj) − j}, le sur polygone de Newton
de M est l’enveloppe convexe de l’ensemble ∪j∈J(M)Q(j, v(aj − j). Cet ensemble
est contenu dans le PDNA de M , de plus M est f.pc. si et seulement si son sur
polygone de valuation est égal à son polygone des valuations.

Démonstration. J(M) ⊂ {0, . . . , n} donc
⋃

j∈J(M)

Q(j, v(aj − j) ⊂
n⋃

j=0

Q(j, v(aj − j)

et par passage aux enveloppes convexes il vient : le sur polygone de Newton de M
est inclus dans son PDNA. Si M est f.p.c. alors si s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns sont les
paramètres de valuations de M et n0 = 0 les points Jk(M) de coordonnées (xk, yk),
k = 0, . . . , s où xk = n− (n0 + · · ·+nk) et yk = −n+(1+β0)n0 + · · ·+(1+βk)nk

sont les sommets du polygone des valuations de M égal à son PDNA, il suit que
si j = xk val(aj)− j = φM (j) donc

⋃
j∈J(M)

Q(j, v(aj − j) ⊃
s⋃

k=0

Q(xk, yk)

et par passage aux enveloppes convexes le sur polygone de valuation de M contient
le polygone des valuations de M , et puisque le polygone des valuations de M ici
égal au PDNA de M contient le sur polygone de valuation : il y a égalité entre le
polygone et le sur polygone des valuations.

Si le polygone et le sur polygone des valuations d’une matrice M sont égaux,
ces deux polygones sont alors égaux au PDNA de M qu’ils encadrent et M est
donc f.p.c.

La notion de sur polygone de valuations n’introduit pas d’invariants, dans le
cas général, par contre cette notion est intéressante dans le cas où la matrice M
vérifie v(Sk(M)) = 0 pour tout k, et en particulier si elle est super-irréductible :
cas que nous étudions.

Lemme 5.1. Soit M à coefficients sur C((x1/p)), s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns les pa-
ramètres de valuations de M et n0 = 0, si v(Sk(M)) = 0 pour k = 1, . . . , s + 1
S1(M)|x=0 est un polynôme de degré n, Sk(M)|x=0 est un polynôme de degré au
plus égal à n − n1 − · · · − nk−1, si k 6= s + 1 alors Sk(M)|x=0 est un polynôme
admettant 0 comme racine d’ordre au moins égal à n− (n0 + · · ·+ nk).



Vol. XX (2002) Nouveaux résultats autour des formes super-irréductibles 27

Nous posons det(M − λIn) = (−1)n
(
λn −∑n−1

k=0 ckλk
)

où cn = 1. S1(M) est

le polynôme caractéristique de la matrice x−v(M)M , c’est un polynôme de degré
n.

Posons ci = x−v(ci)di où di|x=0 6= 0 alors Sk(M)|x=0 = (−1)n(P k
n −

∑n−1
i=0 P k

i )
où P k

i = x
(v(ci)−i−yk−1)+(1+βk)(i−xk−1)
|x=0 di|x=0λ

i, et où (xk = n− (n1 + · · ·+ nk) et
yk = −n+(1+β1)n1 +(1+β2)n2 + · · ·+(1+βk)nk) Sk(M)|x=0 est donc non nul
si et seulement si il existe un entier i pour lequel :

(v(ci)− i− yk−1) + (1 + βk)(i− xk−1) = 0.

Soit i un tel indice : alors le point de coordonnées (i, v(ci)− i) est situé sur la
droite passant par Jk−1(M) de coordonnées (xk−1, yk−1) et de coefficient directeur
−(1 + βk). Cette droite est la droite (Jk−1(M), Jk(M)) -où Jk(M) est le point de
coordonnées (xk, yk)- si k 6= s + 1, c’est la droite d’équation y = ys si k = s + 1.

Soit k 6= 1 : si t > xk−1 alors (φM (t)−yk−1+(1+βk)(t−xk−1)) > 0. Si i > xk−1

le point (i, v(ci) − i) qui appartient au polygone de valuation de M vérifie donc
v(ci) − i ≥ φM (i), il vient alors (v(ci) − i − yk−1) + (1 + βk)(i − xk) > 0 et par
conséquent P k

i = 0. Le degré de Sk(M) qui est le plus grand i pour lequel P k
i 6= 0

est donc inférieur ou égal à xk−1 soit n− (n1 + · · ·+ nk−1).
Si k 6= s + 1 : si t < xk alors (φM (t) − yk−1) + (1 + βk)(t − xk−1) > 0. Si

i < xk le point (i, v(ci)− i) appartenant au polygone des valuations de M vérifie
l’inégalité v(ci) − i ≥ φM (i) il vient alors (v(ci) − i − yk) + (1 + βk)(i − xk) > 0
et donc P k

i = 0. La multiplicité de la racine 0 de Sk(M)|x=0 est au moins égale à
xk = n− (n1 + · · ·+ nk) car c’est le plus petit i pour lequel P k

i est non nul.

Propriété 5.2. Nous posons à présent dk = degré de Sk(M)|x=0 et ok l’ordre de
la racine 0 de ce polynôme alors

d1 = n = x0 et x0 ≥ d1 ≥ o1 ≥ x1 ≥ d2 ≥ o2 ≥ x2 ≥ · · · ≥ ds ≥ os ≥ xs ≥ ds+1.

On peut voir également que soit dk+1 = ok = xk, soit dk+1, ok, xk sont deux à deux
distincts et que dans ce cas, si M est super-irréductible, alors βk+1 − βk = 1/p.

Si dk+1 = ok alors de ok ≥ xk ≥ dk+1 nous déduisons que ok = xk = dk+1.
Si dk+1 = xk, alors nous avons Sk(M)|x=0 = (−1)n(P k

n −
∑n−1

i=0 P k
i ) oú

P k
i = [dix

(v(ci)−i−yk−1)+(i+βk)(i−xk−1)]|x=0λ
i

dk+1 = xk entrâıne que (P k
i )|x=0 6= 0 en i = xk ceci équivaut à (v(ci)− i− yk) +

(1 + βk)(i − xk) = 0 sachant que i = xk il vient v(ci) − i = yk. Pour i = xk la
quantité (v(ci) − i − yk−1) + (1 + βk)(i − xk−1) est donc égale à (yk − yk−1)+
(1+βk)(xk−xk−1) si l’on remplace yk, yk−1, xk, xk−1 par leurs valeurs en fonction
de n1, . . . , ns, β1, . . . , βs il vient (yk − yk−1) + (1 + βk)(xk − xk−1) = 0 c’est à dire
P k

i 6= 0 si i = xk. Nous en déduisons que ok ≤ xk. Sachant que xk ≤ ok il vient
xk = ok.

Si ok = xk alors on a (P k
i )|x=0 6= 0 pour i = xk. Cela s’écrit (v(ci)− i−yk−1)+

(1 + βk)(i− xk−1) = 0 où i = xk soit v(ci)− i = yk−1 − (1 + βk)(xk − xk−1) = yk.
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Pour i = xk la quantité (v(ci)− i− yk) + (1 + βk)(i− xk) est donc nulle. Il vient
P k+1

i 6= 0 si i = xk donc xk ≤ dk+1 sachant que dk+1 ≤ xk il vient xk = dk+1.
Nous posons mp(M) = q + m0/n + · · ·+ mq−1/nq, si 0 = j1 < · · · < js sont les

indices j tels que mj 6= 0 alors en posant js+1 = q on a βk = −1− q/p + jk/p où
1 ≤ k ≤ s + 1, nk = mjk

où 1 ≤ k ≤ s, Sk(M) = Tjk−1,p(M), où 2 ≤ k ≤ s + 1, et
S1(M) = det(x1+q/pM − λIn).

Soit h ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Nous posons a = 1/p{(h + 1)m0 + hm1 + · · ·+ mh}
et b = 1+ q/p− (h+1)/p et nous appelons k l’unique entier tel que jk ≤ h < jk+1

avec cette définition de k il vient

a = 1/p{(h + 1− j1)m + (h + 1− j2)m + · · ·+ (h + 1− jk)m}
soit

a = ((h+1)/p−q/p)(mj1 + · · ·+mjk
)+(q/p− j1/p)mj1 + · · ·+ (q/p− jk/p)mjk

.

Mais ∀k − 1 − βk = q/p − jk/p, φM (xk) = −n + (1 + β1)n1 + · · · + (1 + βk)nk,
nk = mjk

, donc il vient a = ((h + 1)/p− q/p)(n− xk)− φM (xk)− n.
Th,p(M) étant égal à xadet(xbM − λIn) et v(Th,p(M)) = 0 on en déduit que

v(ci) + a + (n − i)b ≥ 0 ∀i ∈ {0, . . . , n}, ∃i ∈ {0, . . . , n} v(ci) + a + (n − i)b = 0.
En remplaçant a,b par leurs valeurs on a ∀i ∈ {0, . . . , n} :

v(ci)− i + (xk − i)(q/p− (h + 1)/p)− φM (xk) ≥ 0

et
∃i ∈ {0, . . . , n} v(ci)− i + (xk − i)(q/p− (h + 1)/p)− φM (xk) = 0

k étant l’entier tel que jk ≤ h < jk+1 tout les points de coordonnées (i, v(ci)− i)
sont au dessus de la droite ∆h de pente q/p − (h + 1)/p passant par Jk(M) de
coordonnées (xk, φM (xk)). L’un de ces points est sur la droite ∆h. Supposons que
βk − βk+1 ≥ 2/p il vient donc jk+1 − jk ≥ 2. Soit h = jk alors jk < h + 1 < jk+1

et −(1 + βk+1) = q/p− jk+1/p < q/p− (h + 1)/p < q/p− jk/p = −(1 + βk).
Le polygone des valuations de M contient un segment de pente −(1 + βk+1)

passant par Jk(M) et un segment de pente −(1 + βk) passant par Jk(M), c’est
un convexe, la droite ∆h de pente q/p − (h + 1)/p ne peut couper ce polygone
qu’en Jk(M). Or nous savons – de v(Th,p(M)) = 0 – que pour au moins un
indice i le point de coordonnées (i, v(ci) − i) est sur ∆h, nécessairement ce point
est Jk(M). Il vient : ∃i tel que Jk(M) soit de coordonnées (i, v(ci) − i) ce qui
donne (i, v(ci)− i) = (xk, φM (xk)) et donc si i = xk le terme en λi de Sk(M)|x=0

est différent de 0. L’ordre ok de multiplicité de la racine 0 de Sk(M)|x=0 vérifie
donc ok ≤ xk, nous savons que ok ≥ xk il vient alors ok = xk, c’est à dire
ok = xk = dk+1.

Soit j un élément de J(M) alors v(cj)−j = φM (j), comme φM (t) = ys si t ≤ xs

et (φM (t)− yk−1) + (1 + βk)(t− xk−1) = 0 si xk ≤ t ≤ xk−1 il vient v(cj)− j = ys

si j ≤ xs et (v(cj)− j − yk−1) + (1 + βk)(j − xk−1) = 0 si xk ≤ j ≤ xk−1.
Si nous appelons Vk(M) (k = 1, . . . , s) et Dk(M) (k = 1, . . . , s + 1) les points

de coordonnées (ok, φM (ok)) et (dk, φM (dk)), alors comme ok et dk sont les plus
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petits et plus grands j tels que soit v(cj)− j = ys si j ≤ xs soit

(v(cj)− j − yk−1) + (1 + βk)(j − xk−1) = 0

si xk ≤ j ≤ xk − 1 (car choisis comme valuations et degrés de Sk(M)|x=0) le
point de coordonnées (j, v(cj)− j) est soit sur la demi-droite horizontale passant
par Ds+1(M) et à droite de Ds+1(M), soit sur le segment [Vk(M), Dk(M)] in-
clus dans le segment [Jk(M), Jk−1(M)] (k = 1, . . . , s) de pente multiple entier
de 1/p, il suit que le sur polygone des valuations de M est l’enveloppe convexe
de (∪s+1

k=1Q(dk, φM (dk))) ∪ (∪s
k=1Q(ok, φM (ok))) c’est un polygone de sommets

Ds+1(M), Vs(M), Ds(M), . . . , V1(M), D1(M) = (n− n).
Supposons à présent M super-irréductible sur C((x1/p)) alors soit Vk(M) =

Jk(M) = Dk+1(M) (k = 1, . . . , s) soit Dk+1(M), Jk(M), Vk(M) sont deux à deux
distincts et les pentes des segments [Dk+1(M), Jk(M)] et des segments
[Jk(M), Vk(M)] : pentes des segments [Jk+1(M), Jk(M)] et [Jk(M), Jk−1(M)],
sont des multiples entiers de 1/p qui diffèrent de 1/p. Le PDNA de M encadré par
son sous polygone des valuations de sommets Jk(M) et le sur polygone des valua-
tions de sommets Ds+1(M), Vs(M), Ds(M), . . . , V1(M), D1(M) = (n − n)
a sa frontière qui passe par les segments [Vk(M), Dk(M)] qui, si Vk(M) 6= Dk(M),
est un segment non dégénéré de pente multiple entier de 1/p, et dans les triangles
(Dk+1(M), Jk(M), Vk(M)). Dans le cas où Dk+1(M), Jk(M), Vk(M) sont deux à
deux distincts il n’ y a pas de points du PDNA sur les segments ]Dk+1(M), Jk(M)]
et les segments [Jk(M), Vk(M)[ (car dans le cas contraire il existe un j tel que
v(cj) − j = φM (j) avec dk+1 < j ≤ xk ou xk ≤ j < ok ce qui est impossible
par construction), la frontière du PDNA de M passe par le triangle (Dk+1(M),
Jk(M), Vk(M)) sans passer par les segments ]Dk+1(M), Jk(M)] et les segments
[Jk(M), Vk(M)[ de pente h/p et (h + 1)/p où hest un entier, par convexité les
pentes pm de la partie du PDNA de M qui passe par le triangle (Dk+1(M), Jk(M),
Vk(M)) verifient h/p < pm < (h + 1)/p. Les points Dk(M) (k = 1, . . . , s + 1) et
Vk(M) (k = 1, . . . , s) sont des points de discontinuité des pentes du PDNA de M
ce sont donc des sommets du PDNA de M .

Propriété 5.3. Soit M super-irréductible sur C((x1/p)) et N ∈ Mn(PC) avec
v(N) > −1 alors M et M + N ont même sur polygone des valuations.

Soient ak et bk≥1 les rationnels positifs tels que

Sk(M) = xakdet(xbkM − λIn)

alors
Sk(M + N) = xakdet(xbk(M + N)− λIn).

Nous savons trouver une matrice εk diagonale à coefficients rationnels positifs telle
que xak = det(xεk) et xbkMxεk = O(1) il vient Sk(M + N) = det(xbkMxεk −
λxεk + xbkNxεk), cela donne Sk(M + N) − Sk(M) = O(x1+v(N)). Sachant que
v(Sk(M)) = 0 il vient v(Sk(M + N)) = 0 et Sk(M + N)|x=0 = Sk(M)|x=0, le sur
polygone de M est défini par la donnée de s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns et par la donnée
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des degrés et ordres de multiplicité de la racine 0 des polynômes Sk(M)|x=0. Il
vient donc que les sur polygones de Newton de M et M + N sont égaux.

Comme précédemment les points Dk(M) (k = 1, . . . , s + 1) et Vk(M)
(k = 1, . . . , s) sont donc des sommets du PDNA de M+N dont les pentes multiples
entiers de 1/p sont les pentes des segments [Vk(M), Dk(M)] où Vk(M) 6= Dk(M)
et les pentes non multiples entiers de 1/p passent par les triangles (Dk+1(M),
Jk(M), Vk(M)) sans passer par les segments ]Dk+1(M), Jk(M)] et les segments
[Jk(M), Vk(M)[, où Dk+1(M), Jk(M), Vk(M) sont deux à deux distincts.

Nous avons montré précédemment que le PDN de M + N est le PDNA de
M + N − (∂PP−1) où P appartient au groupe multiplicatif

G1 = {P ∈ Mn(C[x1/p′ ])/detP = 1}
et p′ entier, N−(∂PP−1) = N ′ avec v(N ′) > −1, nous en déduisons que les points
Dk(M) (k = 1, . . . , s+1) et Vk(M) (k = 1, . . . , s) sont donc des sommets du PDN
de M + N dont les pentes multiples entiers de 1/p sont les pentes des segments
[Vk(M), Dk(M)] où Vk(M) 6= Dk(M) et les pentes non multiples entiers de 1/p
passent par les triangles (Dk+1(M), Jk(M), Vk(M)) sans passer par les segments
]Dk+1(M), Jk(M)] et les segments [Jk(M), Vk(M)[, où Dk+1(M), Jk(M), Vk(M)
sont deux à deux distincts.

Si l’on choisit N = 0 alors les points Dk(M) (k = 1, . . . , s + 1) et Vk(M)
(k = 1, . . . , s) sont donc des sommets du PDN de M : ce sont des invariants
différentiels, il en résulte que le sur polygone de valuation de deux matrices N1 et
N2 super-irréductibles sur C((x1/p)) et équivalentes sont égaux.

Définition 5.3. Pour toute matrice M dans Mn(C((x1/p)) on appelle sur p-poly-
gone de Newton, noté Surp(M,p), le sur polygone de valuation commun à toute
matrice N super-irréductible et C((x1/P ))-équivalente à M : c’est un C((x1/p))-
invariant contenu dans le PDN de M .

6. Polygone de Newton algébrique d’une matrice super-irréduc-
tible, algorithme de cassure des pentes du polygone de Newton

Définition 6.1. Soit M ∈ Mn(C((x1/p))) avec

mp(M) = q + n0/n + · · ·+ nq−1/nq

k un entier tel que 0 ≤ k < q − 1 et µp(M) = q∗ + n∗0/n + · · · + n∗q−1/nq M sera
dite k-réduite si q = q∗, ni = n∗i pour i ≤ k et nk+1 > n∗k+1, on conviendra de dire
qu’elle est q-réduite si elle est super-irréductible.

Soient 0 = j1 < j2 < · · · < js les indices r tels que nr 6= 0, convenons de plus
que js+1 = q, soient βi = −1 − q/p + ji/p alors s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns sont les
paramètres de valuation de M .

Soit 0 ≤ k ≤ q − 1, dans ce qui suit nous supposons M k-réduite et appelons i
le plus grand indice tel que ji ≤ k de sorte que ji ≤ k < ji+1 alors les i premières
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pentes du polygone des valuations de M sont les i premières pentes de Sousp(M,p).
Soit N super-irréductible et C((x1/p))-équivalente à M , soit t ≤ i + 1, bt =

−1−q/p+jt/p et at =
∑t

r=0 njr
(βt−βr) ≥ 0 où on convient que nj0 = 0 ; si i+1 <

s+1 alors bt < −1 et puisque les i premières pentes du polygone des valuations de
M sont les i premières pentes de Sousp(M,p) alors, pour les mêmes valeurs de at

et bt St(M) = xatdet(x−btM −λIn) et St(N) = xatdet(x−btN −λIn), nous savons
trouver deux matrices δt et εt diagonales à coefficients rationnels positifs ou nuls
telles que det(xδt) = det(xεt) = xat x−btMxδt = O(1) et x−btNxεt = O(1) nous
en déduisons que : xatdet(x−btM −λIn) = xatdet(x−btN −λIn)+O(x−bt−1) d’où
il vient St(M)|x=0 = St(N)|x=0 et donc

D1(M) = D1(N), V1(M) = V1(N), . . . , Di+1(M) = Di+1(N), Vi+1(M) = Vi+1(N).

Surp(M,p) et le sur polygone des valuations de M cöıncident pour les abscisses
supérieures à celle de Vi+1(M) soit oi+1 ; si i + 1 = s + 1 alors q = q∗, n0 =
n∗0, . . . , nk = n∗k et nk+1 = nk+2 = · · · = nq−1 = 0 M est nécessairement super-
irréductible et son sur polygone des valuations est Surp(M,p). Donc M est super-
irréductible ou à partir de l’abscisse xi = n − nj1 − · · · − nji

: le sur polygone
des valuations de M et Surp(M,p) cöıncident, le polygone des valuations de M et
Sousp(M,p) cöıncident.

Nous avons montré précédemment que le PDN de M est le PDNA de
M + N ′ avec v(N ′) > −1. Soit t ≤ i alors pour les mêmes valeurs de at et bt

xatdet(x−btM − λIn) = St(M), xatdet(x−bt(M + N ′)− λIn) = St(M + N ′), nous
savons trouver deux matrices δt et εt diagonales à coefficients rationnels positifs ou
nuls telles que det(xδt) = det(xεt) = xat , x−btMxδt = O(1) et x−btNxεt = O(1)
nous en déduisons que :

xatdet(x−btM − λIn) = xatdet(x−bt(M + N ′)− λIn) + O(x−bt−1).

Si Dt(M) 6= Vt(M) alors Surp(M,p) et Sousp(M,p) ont une frontière commune
portée par le segment [Vt(M), Dt(M)] qui porte donc la frontiére du PDNA de
M et du PDN de M . Si Dt+1(M), It(M), Vt(M) sont deux à deux distincts alors
il existe h entier tel que la pente de [Dt+1(M), It(M)] est h/p et la pente de
[It(M), Vt(M)] est (h + 1)/p. On appelle dt, xt, vt les abscisses respectives de
Dt+1(M), Jt(M), Vt(M) et yd l’ordonnée de Dt+1(M) ; Jt(M) et Vt(M) ont alors
pour ordonnées respectives :

yd + (h/ip)(xt − dt) et yd + (h/ip)(xt − dt) + ((h + 1)/ip)(vt − xt)

et ∆ la distance entre un point H situé sur le segment [Dt+1(M), It(M)] ou sur
le segment [It(M), Vt(M)] et un point B de même abscisse situé sur le segment
[Dt+1(M), Vt(M)] est maximum en H = Jt(M) et vaut ∆t = 1

p
(vt−xt)(xt−dt)

vt−dt
, on

pose X = vt − xt et Y = xt − dt, alors ∆t = 1
p

XY
X+Y ≤ 1

p
X+Y

4 = vt−dt

4p ≤ n/4p.
La relation xatdet(x−btM − λIn) = xatdet(x−bt(M + N ′)− λIn) + O(x−bt−1)

indique que deux points de même abscisse de la frontière du PDNA de M et du
PNDA de M +N ′ (le PDN de M) sont soit égaux ou sont de distance supérieure ou
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égale à bt−1; deux tels points sont astreints à passer par les segments [Vt(M),Dt(M)]
ou par les triangles (Dt+1(M), Jt(M), Vt(M)) donc si bt − 1 > ∆t pour tout t ces
deux points ne peuvent être qu’égaux et la frontière du PDNA de M et du PDNA
de M + N ′ (le PDN de M) sont confondues au delà de l’abscisse xi si i < s,
entièrement confondus si M est super-irréductible.

Une condition suffisante pour que bt − 1 > ∆t pour tout t est

si i < s 1 + q/p− ji/p− 1 > n/4p soit (q − ji) > n/4

et si M est super-irréductible c’est 1 + q/p− js/p1 > n/4p soit (q − js) > n/4.

Lemme 6.1. Soit M ∈ Mn(C((x1/p))) et M k-réduite (resp. super-irréductible),
soient s, β1, . . . , βs,m1, . . . , ms les paramêtres de valuation de M et ji définis par
βi = −1 − q/p + ji/p (où v(M) = −1 − q/p), on pose de plus js+1 = q nous
appelons i0 l’entier tel que ji0 ≤ k < ji0+1.

Sous la condition suffisante (q−ji0) > n/4 (resp. (q−jis
) > n/4) alors le PDN

de M et le PDNA de M sont confondus au delà de l’abscisse xi0 = n−m1−· · ·−mi0

(resp. sont égaux).

Si cette condition suffisante n’est pas respectée alors nous considérons x−hM
où h est un entier «assez grand» et comparons le PDN de x−hM à celui de M .

Soit M une matrice sur un corps K et un vecteur e de Kn, considérons le
plus grand entier p tel que e,Me, . . . , Mp−1e soit un système libre, alors l’es-
pace vectoriel engendré par e,Me, . . . , Mp−1e est stable par l’application linéaire
f/f(e) = Me et de dimension p, on dit que cet espace est invariant cyclique et
que e est cyclique pour cet espace. Dans la base e,Me, . . . , Mp−1e, appelée base
cyclique de I associée à e, d’un sous espace invariant cyclique I l’application f
a pour matrice la matrice compagnon C de dernière ligne (c0, . . . , cp−1) où les ci

sont tels que Mpe =
∑p−1

i=0 ciM
ie. La théorie des diviseurs élémentaires (cf. [11])

montre que Kn = I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Is où I1, I2, . . . , Is sont cycliques invariants. Si
ej est un vecteur cyclique de Ij alors si T est la matrice de passage de la base B
union des bases cycliques de Ij associées à ej alors T−1MT = diag(C1, C2, . . . , Cs)
où chaque Cj est une matrice compagnon. Soit à présent K = C((x1/p)), B une
telle base pour M et T sa matrice de passage alors :

T−1x−hMT −T−1∂(T ) = diag(x−hC1, . . . , x
−hCs)+O(xv) où v = val(T−1∂(T )).

Considérons le cas où det(M) 6= 0 :
Le PDN de x−hM est donc le PDN de N = diag(x−hC1, . . . , x

−hCs) + O(xv)
pour chaque Ci nous savons qu’il existe une matrice γi à coefficients rationnels
telle que x−γiCix

γi − γi/x est f.p.c., soit γ = diag(γ1, γ2, . . . , γs) alors

x−γNxγ − γ/x = diag(x−γ1x−hC1x
γ1 − γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx

γs−γs/x)+O(xw)

oú w = v + mini,j(γi − γj).
Remarquons que si si, βi,1, . . . , βi,si

, ni,1, . . . , ni,si
sont les paramètres de va-

luation de x−γiCix
γi − γi/x alors si,−h + βi,1, . . . ,−h + βi,si

, ni,1, . . . , ni,si
sont
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les paramètres de valuation de x−γix−hCix
γi − γi/x (ceci est vrai car Ci est in-

versible) qui est f.p.c. (il suffit de considérer la propritété de caractérisation des
f.p.c. pour le voir) il suit que

diag(x−γ1x−hC1x
γ1 − γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx

γs − γs/x)

est f.p.c. de paramètres de valuation s,−h + β1, . . . ,−h + βs, ni, . . . , ns où
s, β1, . . . , βs, n1, . . . , ns sont les paramètres de valuation de diag(x−γ1C1x

γ1−γ1/x,
. . . , x−γsCsx

γs − γs/x) (il suffit de considérer la propriété de caractérisation des
f.p.c. pour le voir).

Choisissons à présent −h < w alors x−γNxγ − γ/x a mêmes paramètres de
valuation que diag(x−γ1x−hC1x

γ1 − γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx
γs − γs/x) soient s, h +

β1, . . . , h+βs, ni, . . . , ns (ceci découle du fait que chaque colonne de x−γix−hCix
γi−

γi/x est de valuation inférieure à −h et que nous ajoutant à ces colonnes des co-
lonnes de valuation w).

Soit εk diagonale à coefficients rationnels positifs telle que :

Sk(diag(x−γ1x−hC1x
γ1−γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx

γs − γs/x))

= det(x−(βk−h)diag(x−γ1x−hC1x
γ1 − γ1/x, ..., x−γsx−hCsx

γs − γs/x)xεk−λxεk)

alors

Sk(x−γNxγ − γ/x)

= det(x−(βk−h)diag(x−γ1x−hC1x
γ1 − γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx

γs − γs/x)xεk

− λxεk + O(x−βk+h+w))

d’où l’on déduit que :

Sk(x−γNxγ − γ/x)

= Sk(diag(x−γ1x−hC1x
γ1 − γ1/x, . . . , x−γsx−hCsx

γs − γs/x)) + O(xw+h)

ce qui entrâıne que x−γNxγ − γ/x est f.p.c. de paramètres s, h + β1, . . . , h +
βs, n1, . . . , ns en utilisant la propriété de caractérisation des f.p.c.

Il vient : les pentes du PDN de x−hM sont égales au pentes du PDNA de
diag(x−γ1C1x

γ1 − γ1/x, . . . , x−γsCsx
γs − γs/x) auxquelles on ajoute h, mais cette

dernière matrice f.p.c. a même PDNA que diag(x−γ1C1x
γ1 , . . . , x−γsCsx

γs) qui a
même PDNA que diag(C1, . . . , Cs) qui a même PDNA que M .

Nous avons montré que pour toute matrice M inversible et h assez grand le
PDN de x−hM se déduit du PDNA de M en ajoutant h aux pentes du PDNA
de M .

Considérons le cas où det(M) 6= 0 :
Soit z ∈ PC non nul et soit T = zIn alors pour tout h > 0 T−1(x−hM)T −

T−1∂T = x−h(M − xh dz/dx
z )In. Posons det(M − λIn) = (−1)n(λn −∑n−1

i=1 aiλ
i)
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alors

det
(
M−xh dz/dx

z
In − λIn

)
= (−1)n

((
λ + xh dz/dx

z

)n

−
n−1∑
i=1

ai

(
λ + xh dz/dx

z

)i)

= (−1)n
(
λn −

n−1∑
i=1

aiλ
i
)

+ 0(xh)

= det(M − λIn) + 0(xh).

Pour former le PDNA de M − xh dz/dx
z les termes aiλ

i apportent contribution
Q(i, v(ai) − i) et 0(xh) la contribution Q(i, h − i) qui devient négligeable si h >

h0 = max(v(ai))1≤i≤n−1. Si h > h0 M −xh dz/dx
z et M ont même PDNA. Il existe

une valeur h1 ≥ h0 à partir de laquelle le PDN de x−h
(
M − xh dz/dx

z

)
inversible

a pour pentes celles du PDNA de M − xh dz/dx
z ajoutées de h. D’autre part il est

toujours possible de choisir h > h1 et z pour que M−xh dz/dx
z soit inversible. Pour

de telles valeurs de h et z, le PDN de x−h
(
M − xh dz/dx

z

)
inversible a pour pentes

celles du PDNA de M − xh dz/dx
z ajoutées de h, le PNDA de M est le PDNA de

M − xh dz/dx
z , et le PDN de x−h(M − xh dz/dx

z ) est le PDN de M (ces matrices
sont èquivalentes). Nous concluons :

Propriété 6.1. Pour toute matrice M et h assez grand le PDN de x−hM se déduit
du PDNA de M en ajoutant h aux pentes du PDNA de M .

Soit M k-réduite considérons x−hM alors x−hM est également k-réduite si
h est positif (en effet Ti,p(M) = Ti,p(x−hM)) et si v(M) = −(1 + q/p) alors
v(x−hM) = −1 − (q + hp)/p. Choisissons h > h1 où h1 est la valeur de h à
partir de laquelle la Proposition 6.1 est vraie, si s, β1, . . . , βs, nj1 , . . . , njs

sont
les paramètres de valuation de M alors s, h + β1, . . . , h + βs, nj1 , . . . , njs

sont les
paramètres de valuation de x−hM . Si i est le plus grand indice tel que ji ≤ k et si
(q+ph−ji) > n/4 alors nous savons que la frontière du PDNA et du PDN de x−hM
sont confondues au dela de l’abscisse xi. Choisissons h tel que (q + ph− ji) > n/4
alors les pentes du PDNA de x−hM sont les pentes du PDNA de M ajoutées de
h : pour le voir il suffit de considérer :

det(M − λIn) = (−1)n
(
λn −

n−1∑
k=0

akλk
)

et

det(x−hM − λIn) = (−1)n
(
λn

n−1∑
i=0

aix
h(i−n)λi

)

les pentes du PDN de x−hM sont les pentes du PDN de M ajoutées de h. On en
déduit que la frontière du PDNA et du PDN de M sont confondues au delà de
l’abscisse xi.
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Si M est super-irréductible x−hM n’est pas nécessairement super-irréductible
mais k-réduite jusqu’à l’ordre k où k = js, comme précédemment on en déduit
que la frontière du PDNA et du PDN de M sont confondues au delà de l’abscisse
xs, en deça de l’abscisse xs le sur et le sous p-polygones de Newton de M sont
confondus et de pentes nulles, les propriétés d’inclusion dans les sur et les sous
p-polygones de Newton de M assurent alors que le PDN de M est le PDNA de M
sont égaux. Nous résumons ces résultats :

Théorème du douanier. Soit M ∈ Mn(C((x1/p))) avec mp(M) = q +n0/n+ +
nq−1/nq, k-réduite sur C((x1/p)) de paramètres de valuations s, β1, . . . , βs,
nj1 , . . . , njs

(où les ji sont les indices t tels que nt 6= 0) si i est le plus grand
indice tel que ji ≤ k alors le PDN et le PDNA de M sont de frontières confondues
à partir de l’abscisse xi = n− nj1 − · · · − njs

. Si M est super-irréductible le PDN
de M est le PDNA de M .

Cette proposition permet de simplifier les algorithmes de calcul des exposants
formels d’un système en n’utilisant que des matrices partiellement irréductibles
et surtout sans ramifications supplémentaires que celles nécessaires aux étapes
M devient M − λx−r de cet algorithme. Détaillons cet algorithme : soit M ∈
Mn(C((x1/p))) nous calculons une forme 0-réduite et équivalente à M soit M0

puis nous calculons le polynôme caractéristique de M0 ce qui permet d’obtenir les
pentes du PDNA de M1 et si v0 est la valuation de M0 les plus grandes pentes
du PDN de M0 qui sont soit v0 − 1 soit toutes les pentes comprises entre v0 − 1
et v0 − 1 − 1/p (non inclus) si p1 est l’une de ces pentes nous sommes conduit à
changer M0 en M1 − αx−p1−1 où M1 est équivalente à M0, l’algorithme pour le
faire est le suivant : se placer sur le corps C((x1/kp)) où p1 est multiple entier de
1/kp (ramification introduite par p1) dans l’ordre des pentes p1 est la rième nous
calculons donc une forme t-réduite sur C((x1/kp)) et équivalente à M0, soit M1

où t = −k(v1 − p1), α est choisi alors comme racine de Sj(M1). Soit Mm une
matrice obtenue à une étape de l’algorithme Mm est tm-réduite sur C((x1/hp))
et tm = −h(v1 − pm) pm est la pente du PDNA de Mm−1 à partir de laquelle
est construite Mm cette pente est la jm

ième de Mm−1 nous changeons Mm en
Mm−αmx−pm−1 où −αm est racine de Sjm

(Mm) puis nous calculons une matrice
Mm+1 tm+1-réduite et équivalente à Mm−αmx−pm−1 : cela revient à calculer une
matrice tm+1-réduite à partir d’une matrice déjà tm − 1-réduite, tm+1 est l’ordre
de réduction à partir duquel apparâıt un m+1ième paramètre de valuation non nul,
puis nous calculons le polynôme caractéristique de Mm+1 ce qui permet d’obtenir
les pentes du PDNA de Mm+1 et, nous le savons, les pentes du PDN de Mm+1

jusqu’à v1 − 1− tm+1 (non inclus) etc. . .
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7. En guise de conclusion

Les formes super-irréductibles apparaissent donc comme un outil riche de ré-
sultats théoriques et permettent des algorithmes pertinents, cet article est le pre-
mier pas d’une théorie des formes super-irréductibles encore à développer et qui
doit pouvoir s’appliquer à toute partie de la théorie des opérateurs linéaires ou
non-linéaires où le polygone de Newton est sous-jacent citons quelques domaines
possibles d’application : résolution des valeurs propres de A(x) (polygone de Pui-
seux), valeurs propres d’opérateurs différentiels, systèmes aux diffèrences, systèmes
de Pfaff etc. . .
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